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I. Differential- und Integralrechnung. 

1873. Erste Aufgabe. 

Es soll ein Behälter in der Form eines rechtwinkligen 
Parallelepipedes, oben oflfen, von gegebenem Volumen a her- 
gestellt werden, so dass die innere Wandung (aus der Grund- 
fläche und den 4 Seitenflächen bestehend) möglichst klein wird. 
Seien x und y die gesuchte Breite und Länge des offenen 

Behälters, so ist die gesuchte Höhe ^ = — , und die innere 

x-y 

Wandung wird: 

F=: xy -]-'iyjg -\-2x0 oder 

TP , ^a , ^a 

F=xy-\ . 

^ x ^ y 

Dann wird ^ = 3/-^= 

dF 2a ^ 

dy tß 

Hieraus folgt : x^y ^=z%a 

y^x ==i 2 a, 
also x^y z= y^x =i 2 a und 

X = y = — = 2jer. 
xy 

Ferner: x^ z= 2a und x = y 2a; ebenso y = V2a und 

-rr-s =-—T'2x=z~-x=^r-=2, also positiv. 
dx^ oc^ x^ 2a ^ 

d^F 4a _ , ... , d^F 

-T-^ zu: —- = ± also positiv, und j — j- =1, 

dy^ y^ ^1 dxdy ^ 

i d^F \2 d!^F d?F 
also \-^ — 7-1 < -^-5 • j— 5", wodurch klar ist, dass die be- 
\dxdyf dx^ dy^ 

rechneten Grössen für die 3 Kanten einem Minimum ent- 
sprechen. 

Sailer, Aulgaben IV. \ 
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1878. Zweite Aufgabe. 

Es soll der Krümmungsradius für den Endpunkt der 

grossen Achse einer Ellipse beriechnet werden. 

x^ iß 
Die Gleichung der Ellipse ist : -F (^, y) = -^ + t^ — 1 =^ 0. 

Der Krümmungshalbmesser q für irgend einen Punkt 
einer Kurve F {x^ y) = hat den Wert : 



m^m\ 



dF\^ d^F 



\dy/ dx^ dx dy dxdy~^\dx/ dy^ 

Für die Elhpse wird: ^ = ^; ^=^; ^,-:^; 

d^F d^F 2 

= ; -j—z = 7^, und durch Einsetzen dieser Werte in 



dxdy ' dy^ 62' 

(b^x^-4-a^y^)i 
obige Formel für q findet man : q =: ^' . 

Ein Endpunkt der grossen Achse hat die Coordinaten a 
und 0, also wird für diesen Punkt der Krümmungsradius: 

_ (6*a2) * _ 62 

1873. Dritte Aufgabe. 

/CC 
co${u,^)dx einen 

o 

endlichen Wert hat. 

/oo 
e'^'^dx mit einem 

o 

andern von derselben Form, in welchem y statt x geschrieben 
ist, so erhält man, da der Wert des Integrals von dem Namen 
der Veränderlichen unabhängig ist, 

/oo /»OD /«OO /»QO 

e-^dy ' f e-'^^dx =z j - j e-^'^^y'^dy - dx. 



o 



— 3 — 

Setzt man in dieser Gleichung y=2X't, wobei t eine 
neue Veränderliche bedeutet, in Bezug auf welche die Grenzen 
dieselben bleiben, so wird dy = x - dt 

xmd J^— J ' J e-'^^'+^^dt'xdx =. j dtj e-'^^'+^^xdx. 



o 



Führt m;m die hitegration nach x aus, so kömmt: 

e-^a+fi)xdx = - 



I' 



Dieser Ausdruck wird zwischen den Grenzen und oo 
1 

™ 2(l + <2)" 

o I 

und / e-^'^dx^z \^ti, oder wenn man ax statt x schreibt, 



/ 



e 



2a ^ 



o 



1+V— 1 

Setzt man für a den Wert — =-~ — , so wird: 

/x 4 . / — 

e-''''*dx =i —- — y^, und setzt man ferner für 6"^*' ==: 

cos (ipä) — i sin (a;2), so erhält man : 
/ [cos (x^) — i sin {x^)] dx=z -—— 1/^, und hieraus durch 

Trennung des Reellen und Imaginären: 

/ cos (x^) dxz^ I sin (x^) dx z=z— 1/—-. 
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1874. Erste Aufgabe. 

Welcher Ausdruck ist zu verstehen unter arc sin 3? 
Bezeichnet man den Ausdruck mit x^ so muss sein: 
sin X = 3. 

Aus c** = cos o; + ^ sin x und 

€"'* 1= cos ä; — i sin x ergibt sich :2isiax=&'' — e-^' 

6** — e~** 



und sin x = 



2i 



Mithin muss sein — ;r-. — = 3 oder e^*' — 6ie" =;: 1. 

Daraus ergibt sich c^ = 3 i + V 1 + (3 1)^, also 
c*.' = i (3 + 2 V¥) und e*«' = i (3 — 2 l/I") 

4- log 5,82842 • 2,302585 
= 1,7628 + i ? (- 1) == 1,7628 + (^^+^l)^-\ 
wobei k eine beliebige ganze Zahl ist, also 

Aus e*8» = t(3 — 2V2) findet man noch einen Ausdruck 
für X, der der Gleichung : sin a: = 3 genügt. 



1874. Zweite Aufgabe. 

Von einem ebenen Vierecke sind die vier Seiten der 
Reihe nach gegeben: a, 6, c, d; es soll der Winkel zwischen 
a und b so bestimmt werden, dass die Fläche des Viereckes 
möglichst gross ist. 




Ist (p der gesuchte Winkel und tp der durch a, 6, c, d 
und cp bestimmte Winkel zwischen c und d, so ist der Inhalt 
des Vierecks F= ^ab sin cp-\'^cd sin tp (I). 



Ist femer x die nicht durch die Scheitel von 9) und \\) 
gehende Vierecksdiagonale, so ist 

a;2 =z a2 -}- fe2 — 2 0^6 cos 9, ebenso 

ä;2 =: c2 _[_ ^2 — 2 c d cos xp, folglich 

a2 + 62_2a6 cos 9 = c2-|.d2 _ 2cd cos 1/^ (II). 

Statt xp durch qp auszudrücken und den Diflferential- 
quotienten von F nach x gleich Null zu setzen , differenziert 

man beide Gleichungen nach qp und eliminiert -^, wodurch 

man die Bedingung für ein Maximum von F erhält. 

Aus I folgt: III ah cos 9 + cd cos ^ -^ = 0, 

Aus II folgt: IV a6 sin qp — cd sini/; -^ = 0, 

mithin Y ab (sin ip cosq)-{- sin (p cos ip) = 

oder a b sin (1/; -|- 9) = 0, woraus folgt :' 
sin {xp-^cp) = 0, also 
ip-^q} =1 oder 

i^-(-qp ziz 180^, welch' letztere Gleichung 
die Bedingung für ein Maximum der Fläche ist. Die Fläche 
des Vierecks ist mithin am grössten, wenn letzteres ein Kreis- 
viereck wird. 

1874. Dritte Aufgabe. 
Die Differentialgleichung zu integrieren: 

Setze y = tx^ also dy =: xdt-\-tdx^ dann erhält man: 
x^dt-\-x^tdx — t^x^{xdt-^tdx) — x^tdx = oder 
x^dt (1 ~ i^) — t^x^dx = 0, mithin: 



dt 



it 1^\_ dx 



Integriert man links und rechts, so kömmt 
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Setzt man jetzt für t seinen Wert — wieder ein, so er- 



hält man: 



^y' 



Mly=~-c, 



1875. Erste Aufgabe. 

Die Reihe für l (l^x) soll aufgestellt und der Beweis 
geliefert werden, dass sie für xzzzi convergiert. 

1 
Für x<:ii gilt: _. =i—x-^x^--x^-\~x^ — ^^+ .., 

. r dx x^ , x^ x^ , x^ ofi , , ^ 

oder l (l+:.) = ^_^ + |_^ + |_|^ + . . . + c. 
Für a; = wird l 1 = = C, mithin wird: 

, ,^ i > «2 ajS a;4 a^ ofi . 

Z(l+^)^^___ + ___ + ___ + 

1 1 

Für x=z\ wird der Wert der Reihe ^ i= 1 ä" "l~ "ö~ 

111 

j-"!""^ ^"F-- • -1 ^^'^ ^s fragt sich, ob die Reihe 

4? o D 

convergiert. 

-='-i+(|-T) + (i-|) + ^ 

1 

Ebenso ist 

— (i-^)-(i-i)-(i-i)- ■ 

also II ^< 1. 

1 
Mithin liegt ^ zwischen -r und 1 , und die Reihe con- 

vergiert für x = 1. 
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1875. Zweite Aufgabe. 



a 



Das Integral 1 -^ soll berechnet werden. 

o 

r afidx Co,,,, 9x-ij aJ«-2+i(l+a;2)* 



'T^^^J^ii+^^)-^ä. 



6 + 2 

=: ^ --jx*{\-\-xi) ^dx= t_I= — 

U + 2(-i)+l 4 + 2(-i)+lj^^^+"'> '^^J 
^» •VT-F^ 5 a;8 • V 1"+^ , 5 f ^,, , „,_j. 



[ 



24 8L2 + 2(— i)+l 2+2(~i)+l 

_ Vr+^(8a;»— 10a;8+ ISa;) — 15 [? (a; + VT+^) + (7] 
~ 48 



a 



r x^dx 
Das vorgelegte bestimmte Integral / ^- ■ ~^ wird mithin : 

o 

Vr+ä2(8a5— 10a3+ 15a) — 15;(a + yr+qä) 

48 



1875. Dritte Aufgabe. 

Zwei Wände, senkrecht in der Entfernung a auf dem 
Boden stehend, sind in beiliegender Figur durch Wj, W2 an- 



— 8 



gedeutet. In der ersten derselben ist eine Thüre von der 
Höhe Ä. Es fragt sich, ob ein Balken von der Länge l 
(l > A), in einer zu den Wänden und dem Boden senkrechten 
Ebene beweglich, durch die Thüre zwischen die Wände ein- 
geschoben werden kann. 




Zunächst kann man die Aufgabe lösen, in obiger Ebene 
die Lage der kürzesten Linie durch den obersten Punkt B 
der Thüre zwischen der Wand W2 und dem Boden ÄC fest- 
zustellen. Nimmt man den Boden als X Achse eines recht- 
winkligen Systems, den Schnitt der Ebene mit der Wand TTg 
als Y Achse desselben, so hat der Punkt B die Goordinaten 
a und Ä. Ist XF eine durch B gehende Linie der Ebene, 
AXz= X, ÄY= y und die Linie XY = z, so ist 

hx h^ x^ 

y : x:=:h:{x — a), folglich y = und z^ z=zx^-\- 



X — a 



d^ 



(x—ay 



z wird ein Minimum, wenn 3— = 0, d. h. wenn x und a ver- 

ax 



schieden sind und 2a?4- 
woraus folgt: 



iLh^x 



Jfix^ 



2 (x — a) 



Oy 



(x — a)^ (x — aY 

(x — a)^z:=h^a und 

3, — 
x = a-^yah^ 

3. — 
Ist Z < a + V^^^ so kann beim Einschieben des Balkens 
der letztere nie durch B gehen, und er kann zwischen die 
Wände gebracht werden. 

3, — 
Ist aber l = a-{-yah^^ so kömmt beim Einschieben der 

> 

Balken, während er auf dem Boden und an der Wand W2 
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gleitet, schliesslich in eine solche Lage, dass er durch B geht, 
woraujf er nicht mehr weiter geschoben (gedreht) werden 
kan,n, da er in B von der Wand Wi unterstützt wird^ 



1876. Erste Aufgabe. 

Hg|- 

Welchen Wert nimmt der Ausdruck : ?r- für a?=:7r an? 

l cos 



2 



^^^f lao 00 



, StV l 00 

l COS-y 

Differenziert man Zähler und Nenner des gegebenen 
Ausdruckes, so ergibt sich: 

1 11 1 ^ 

. X „ X 2 .X X . 3x 

^Y ^^^ Y sinycosy cotg ^ 



1 / . dx\ 3 „.3« 3sina;' 
3^-^-sm-2-)y -3tg^ 

cos^ 

also für x = Tt : — -—, = — x- 

3 sm TT 

Differenziert man Zähler und Nenner noch einmal, so 

erhält man: 

1 3 



sin^ 



Sx 2 

2 1 

und für X = 7t 



3 cos 0? n, ' 9^^ 

2 sm^ — cos X 

_ 1 _ 1 

~2(— 1)~ '2 
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1876. Zweite Aufgabe. 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung zu finden: 

Man sucht zuerst das Integral der reducierten Gleichung : 

^- dx»^^ da;2 dx ^y — ^- 

dy cPy 

Setze y = e^"^, so ist -p = jp • c^*; -=-^ =z j>2 . ^i« . 

Aus I. erhält man: jß-\~ip^ — p — 2 = 0, also 

l>i = l, i>2=-l, i>3 = — 2. 
Jeder der Werte e^, e-^ und e~^^ genügt mithin der 
Gleichung I, und das allgemeine Integral derselben ist: 

y =i Ai '&"-{- AqS-"" -^ Äq e-^^ , und man er- 
kennt auch sofort, dass das allgemeine Integral der ursprüng- 
lichen Gleichung: 

y:= — ^-\- Aie^ -\- A2e-'' -^ A^e-^"" ist, wobei A^, 
-4ß, Jg drei beliebige Constante sind. 



1876- Dritte Aufgabe. 

Man soll das Integral berechnen : / ^1^:==:^^^ 

^ J (1/14.^2)8 

dx r dx C x^dx 



/dx r dx r 



(1 + x^f •/ (1 + ^2)i J (1 + x^f' 

Behandelt man das letzte dieser Integrale nach der Me- 

X ^ X dx 
thode der Integration durch Teile, indem man -r- und — ^ 

2 (1+^2)* 

als Faktoren wählt, so kömmt: 
r x^dx _ oc ^ 1 , fdx 1 
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X C äx 



/dx 
r, und wenn man dies in der vorigen 

/dx X X 

(1^^2)1 (l-f-^2)J Vl+^^ 

Mithin wird: 






dx _ 1 0_V2_M1421_^^^^^jj^ 



J(yi+^2)3 y-g yi 2 2 



1877, Erste Aufgabe. 

Auf einem Kreiskegel von 90® Öffnung soll diejenige 
Kurve, welche die geradlinigen Erzeugenden desselben unter 
45® schneidet, bestimmt und diskutiert werden. 



Sei A der Punkt des Kegelgrundkreises, von dem die 
Loxodrome ausgeht, seien M und N die Punkte, in denen die 
Kurve irgend 2 benachbarte Mantellinien SP und 8Q schneidet, 
trifft femer die durch M parallel der Kegelgrundfläche gelegte 
Ebene die Mantellinien S-P und SQ beziehungsweise in M und 
und den zwischen den Mantellinien gelegenen Mantel im 
Kreisbogen JfO, so kann man AP mit Ä, PQ mit /\X^ MP 
mit z^ NO mit /\z und SA mit s bezeichnen. 

Dann ist MS:s — MO : /\l oder (s—a) : s = MO : l±l, 

also MO = ^^ i-J=±^ . 

s 

NO 

Nun soll aber nach Aufgabe werden : ^rr^ = 1 , also : 
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— 1 oder =-z = , mithin wenn man zur 



(5-^)-AA AA 

dl s 
Grenze übergeht, ^ = . Das Integral dieser Differential- 

gleichung wird: X = — sl {s — ir)-|- C. 

Da die Kurve in Ä anfangen soll , so muss für k=: o 
auch 0=10 sein, mithin ist: o =2 — 5?5-|- C, oder G = sls, 
und als Gleichung der gesuchten Kurve ergibt sich: 

k = — sl(s — z)-\~sls oder 
l = sl oder 

5— -gf 



-{'-?} 



Aus letzterer Gleichung ersieht man, dass für A = o auch 
j8=zo ist, dass also die Kurve bei Ä beginnt. Bei wachsen- 
dem k wird £f immer kleiner und nähert sich immer mehr 
der Grösse 5, welcher Wert erreicht wird, wenn man für l 
den Wert oo nimmt. 

Nimmt man für l den einfachen, doppelten, dreifachen 
etc. Kreisumfang w, so erhält man die Punkte der Kurve, die 
auf ÄS liegen, und man erkennt, dass jede Mantellinie von 
der Kurve in unzähligen Punkten geschnitten wird, mit anderen 
Worten, man sieht, dass die Kurve in unzähligen Windungen 
vom Punkt Ä aus auf dem Kegel aufsteigt und sich schliess- 
lich in der Spitze verliert. Die Punkte, in denen die Kurve 
AS schneidet, haben von Ä beziehungsweise den Abstand: 

/ 1\ / 1\ / 1\ 
^■1 I. Sil r-i. Sil r-l u. s. f. Die Ent- 



H} '(!-!> '('-Ä) "• 



fernung der beiden ersten Punkte oberhalb A ist ^ 1 — ^ 






die Entfernung der nächsten 5 1— ^ i u. s. w. 






Da der gegebene Kegel die Öffnung 90® hat, so kann 
man in der Gleichung der Loxodrome l durch s und den 
Kreiscentriwinkel (f ersetzen, der über k steht. Der Radius 



bis auf 4 Dezimalen zu berechnen. 
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des Kreises ist -~- und (p = ~7F^i also l =: — ^— ^, so dass 
die Gleichung der Kurve wird: = s ( l 7=^-\- 

Die oben durch u ausgedrückten Ganghöhen der Loxo- 
drome werden hier: 

/ 1 1 \ 

Si 1= =1 U. S. Wk 

I 271V2 3^V2 I 
1877, Zweite Aufgabe. 

r dx 



Durch Zerlegung des Nenners findet man 

r dx _ r dx 

Dann muss sein: -l(^2_|_4;;c^i)_|_jg(^_j_l) (/p2_^4;5P-^l) 

+ C(^+l)a(^4.2 + V3)+2)(^+l)2-(^+2— y3)=l. 

Setzt man für x z= — 1, so wird ^- ( — 2)=: 1, also-4.zzz — ^, 
Setzt man für x den Wert — 2 + y3, ^o wird 

C(V3-1)22V3 = 1, also Cz=?l|±^. 

Für x= --2 — V3 wird D (— 1 — ^3)2 . (-2^3)=, 1, 

, j. 2V3-3 
also 2) = -J^—' 

Da endlich ^ -f;- B+ C (2 + V 3) + i) (2— V 3) — 1 $ein 
muss, findet man: 
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Also B=—i. 

Mithin ist /-^-4^6^8 + io^2+6^+r=-i/(^2 
_ /-dx- 2^3 + 3 r da^ 2V3— 3 f dx 

Das vorgelegte bestimmte Integral wird: 
i-i^2+^%t3«(3-V3)-^%l^i(3+V3)-i 

-^J^Z(2-V3) + ^-%--^^2 + y3). 

n24-V3) + iJ6 

V3 
= —0,25 -0,34658 + J!^ ? 3,73205 + + • 1,79176 

= - 0,59658 + Y^^g ^'73205 • 2,30259 + 0,44794 
= —0,59658 + 0,38019 + 0,44794 = 0,23155. 

1877. Dritte Aufgabe. 

Eine Ebene geht durch den Mittelpunkt der Basis eines 
gern den Kreiscylinders und schneidet cQe Basis unter einem 
Winkel a. Man bestimme das Volumen des von der Ebene 
aus dem Gylinder ausgeschnittenen Stückes. 

Ist der Durchmesser, nach welchem die Ebene den Grund- 
kreis schneidet, die «/Achse eines Coordinatensystems, dessen 
ix? Achse der auf dem ersten senkrechte Durchmesser ist, so 
wird die Gleichung der den Cylinder schneidenden Ebene 
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Das gesuchte Cylindervolum kann als die Summe einer 
unendlich grossen Anzahl von prismatischen Volumelementen 
betrachtet werden, von denen eines den Inhalt edxdy hat, 
falls man sich die Cylinderbasis (den Halbkreis) in unendlich 
kleine Rechtecke zerlegt denkt, deren Seiten parallel den Achsen 
der X und y laufen. Deshalb ist das gesuchte Volum: 

V =z. I j xigadxdy, wobei der Halbkreis 

den Integrationsbereich für x und y bildet. 

Die Integrationsgrenzen fur^ sind — ^r^—x^ u. -f-V^^ — ^'^ 

und für x: und r. 

Betrachtet man zuerst x als constant, so ist das erste 
unbestimmte Integral: -^ytga, 

und das erste bestimmte Integral zwischen den Grenzen 
_yr2 — ^2 und -fyr2— ^2. 

^x^r^ -x^'iga. 



Mithin wird V 



/x=r 
2a:yr23^ 



x^ • \gadx 



T=ZO 



Das unbestimmte Integral ist | tga {x^-'r^) ^r^—x'^, 

also V=i f r^ • tga. 



1878. Erste Aufgabe. 

Es ist die Differentialgleichung : y* ~ — pr = o zu lösen. 

•^ \x 
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Da y eine Funktion von x ist, können wir uns y als das 
Produkt zweier Funktionen von x vorstellen, so dass man hat: 

y =LU' V. Dann ist : 

du . dv 2wi? a ^ , 

Vj — \~u-j 1= = oder 

dx ^ dx X Yx 

idv 2t>\ du a 

\dx ar / ' dx y^ 

Die beiden Funktionen u und v waren vorerst nur an 
die Bedingung gebunden, dass u - v = y sei. Wir können sie 
demnach noch einer Bedingung unterwerfen und setzen zu 
diesem Ende: 

dv 2t; 

I. 3 = 0^ wodurch von selbst sein muss : 

dx X 

„ vdu a 

dx Yx 

Die erste Gleichung lässt die Trennung der Veränder- 
lichen zu: 

^^ 2 , , . , 
— = — dx, also wird 

V X 

x^ 
Iv-^-lC = 2lx oder v = -p- 

Durch Substitution des Wertes von t? in II ergibt sich: 

--^ ' -j- =z -— und durch Trennung der Variabein : 
C dx Yx 

du = — — , also u-f- (j = I — T— = I aüx mx 

yx ' x^ . J x^ J 

a-Cx-i ^aC ^ 2aC ^ 
= ö — = F= und u = pr — U. 

— f dyx^ sxyx 

Hiemit wird das Integral der vorgelegten Gleichung: 
/ 2a C ^A x^ ^ax x^O ^ 

^ \_3^V^ ) ^ ^ix G 

y z=i ^ a;2 • D, wobei B eine beliebige Constante ist. 
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1878. Zweite Aufgabe. 



Suche den Wert von J l (sin x) dx, 



Cn 

Betrachtet man das Integral: J=^ j l (l-|-2a cosx-^a^)dx^ 

o 

so ergibt sich durch Differentiation nach a: 

dJ ^ r^ (iosx-\-a , 

j- = 2 / , , ^ ' — i — ^ax, 

»^ J l + 2a cosiP + a2 

o 

Das unbestimmte Integral / ^ , ^ ^^^^-j — ^ dx ist 

^ J l + 2acos:r-fa2 

X 1-f a2 r dx , r dx 

~" 2ä 20" J l+öä^TIacos^'^^J l + a2 4-2acosa? 



_ ^ . gg — 1 r 

~ 2«"^ 2a J 1 



dx 



-\-a^-\-2acosx 

„ ^ a^ — 1 2 ri/ l+gg— 2a ^1 

""2a+ 2a Y(TT^¥^T^^''^ LM +«'+2« ^ 2 J 

wobei die Wurzeln positiv zu nehmen sind, wenn a^l, aber 
negativ, wenn a>l ist. 

Für a<;i ergibt sich: 

/cosx4-a T X i , /l — a. x\ 
T— r— r ^ — i — - dx =: arc tg \z—, — tg -^ I und 
l+2acosa;+a2 2a a ^ \l+a ^2/ 



7t 



, . r COS^ + a , TC TT ^ 

hieraus / , , ^ ^ — j — - dx:=z- —- =0. 

J l+2acos^ + a2 2a 2a 



o 



f1 7 

Es ist also -^— = 0, d. h. der Wert J ist von a unabhängig. 
da 

Für a = ö wird aber J=o, folglich ist für a<l 
I. / Z(l4-2a cos.r+a2)d^ = 0. 

o 
8 aller, Aufgaben IV. 2. 
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1 
Ist a>-l, so setze man a=z — , woa<;i. Dann wird 

a 



o 



= f l {i ~{- ^a COS X -j- a^) dx — l (cfi) 1 dx, und da der 

o o 

Minuend laut I zu Null wird und der Subtrahend gleich jt l 
(«2) = — 7tl (cfi) ist, wird lli = 7il {a^) für a > 1. 

Setzt man an die Stelle von x den Wert n — x^ so 
kömmt für a < 1 

n 



m 



I l (1 —^a cos ic + a*) dx = o und für a >■ 1 



n 



IV A (1 — 2 a cos ic + a2) d^ = tt Z (a2) 

o 

Nähert sich die Grösse a, welche kleiner als 1 gedacht 
wird, der Grenze 1, so bleibt J immer Null, und nähert sich 
die Grösse a, welche grösser als 1 gedacht wird, der Grenze 
1, so bleibt J immer ic l (a^) und nähert sich folglich immer 
mehr der Grenze o. 

n 

Mithin ist / Z (2 -f- 2 cos ^) da; =: o oder 



n n 



\ l ^ dx Ar I {l-\-cosx) dx ^ 0^ also 



o 



V, f (l + cosx) dx = —7il2 



o 



n 



Ebenso wird VI / {\ — cos x) dx =: — n l ^ 
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Schreibt man ^x statt x, wodurch die Grenzen in o und 
— Übergehen und beachtet man, dass 1 -f- cos 'ix = 2 cos^ x 
und 1 — cos 2 :r = 2 sin^ x ist, 

T 2" 

SO kömmt : / l (cos a?) d ^ = / l (sin a;) d ;r = —li 

o o 

1878. Dritte Aufgabe. 

Man soll für eine unendlich dünne kreisförmige Scheibe 
die beiden Hauptträgheitsmomente bestimmen, d. h. das Integral 

B^dm auswerten: 



/ 



i. wenn R den Abstand des Massenteilchens dm von 
der Rotationsachse der Scheibe, 

2. wenn R den Abstand desselben von einer zur Rota- 
tionsachse senkrechten Achse durch den Mittelpunkt der 
Scheibe bedeutet. 

Welches sind weiter die beiden Hauptträgheitsmomente 
für eine Kreisscheibe von endlicher Dicke? 

Wenn die Masse der Scheibe stetig über die Kreisfläche vom 
Halbmesser -B verteilt ist, so dass auf jede Flächeneinheit die 
Masse y kömmt, so ist die ganze Masse der Scheibe M=:yR^7t. 




Denkt man sich die Scheibe in concentrische Ringe von 
der unendlich kleinen Breite dx zerlegt, so erhält man als 
Masse eines solchen Ringes vom Halbmesser x :m=:y - 'ixjtdx 
und als Trägheitsmoment desselben in Bezug auf die Achse 
O : mx^ = 2 ynx^dx. Mithin ist das Trägheitsmoment: 

2* 
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« = i? 



z=::2mx^=i j 2y7i ' x^dx=z —^—- oder auch, da 

x = o J 4 



X = o 



Mzzzy Ifi 7t. 



T = 



2 



Liegt jedoch die durch gehende Drehachse der Scheibe 
nicht senkrecht zur Fläche, sondern in der Fläche selbst, so 
denken wir uns die Scheibe in lauter zur Drehachse parallele 
Streifen von unendUch kleiner Breite dy zerschnitten. 




Dann ist die Masse eines solchen Streifens: 
m = y y2?2 — y2 dy und my^=^Yy^ i^ — y^ ^V^ mithin wieder 

T = y ( y^ y jB2 _ y2: dy • Aber ly^ }JR^ — y^ dy 

y (ji2 _ y%f ^ B^ Nr^ — 2/2 dy 

~ 4 

Folglich 7 = y • -r- • i22 TT. Setzt man wieder M statt 

JR2 

yü^Tt, so ist T= --M. 

4 

Hat die Scheibe eine endliche Dicke ^, so wird das 
Trägheitsmoment Tx gleich der Summe aller Trägheitsmomente 
der unendlich vielen Scheiben von verschwindender Dicke d^, 
wobei die Flächen der Scheiben der Grundfläche parallel 
laufen. 
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a 



Also Ti =: I ^;r Mäs! = — Me 



Nun wird aber Mz die Masse M der ganzen Scheibe, so 
dass man wieder hat: 7\ = — M. 

Steht aber die durch den Schwerpunkt gehende Dreh- 
ungsachse senhrecht zur Achse des Körpers, so kann man 
sich wieder wie vorhin den Körper in Scheiben von der Masse 
M zerschnitten denken, imd das Trägheitsmoment jeder ein- 
zelnen Scheibe ist gleich dem Trägheitsmoment der Scheibe 
in Bezug auf die durch den Mittelpunkt derselben zur Dreh- 
achse parallel gezogenen Geraden -|~ dem Produkte aus der 
Masse Jf der dünnen Scheibe und dem Quadrate des Ab- 
standes der Geraden von der Drehachse. 

Ist z dieser AbstanÖ, so hat man: 

T = — M-\- Mis^. Mithin wird das gesuchte Trägheitsmoment: 

~ ~~i ^ "12" 

Nun ist aber Mz gleich der Masse M des Cylinders, also 



1879. Erste Aufgabe. 

Es sind gegeben die Gleichungen dreier Flächen in recht- 
winkligen Coordinaten : 

y^=zx^] x=:iz^; z^ = y. 

Dieselben haben eine Raumkurve dritter Ordnung ge- 
meinsam, die durch den Ursprung des Coordinatensystems 
geht. Man soll in diesem Punkte die Richtung ihrer Tangente, 
d. h. deren Winkel gegen die Coordinatenachsen und weiter 
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die Grösse des Krümmungshalbmessers und die Richtung der 
Tangente für diejenigen drei ebenen Kurven angeben, welche 
durch Projektion jener Raumkurve auf die drei Coordinaten- 
ebenen entstehen. 

Der Winkel a der Tangente gegen die X Achse bestimmt 

sich aus der Gleichung: 

1 
cos a = 



f^m+(M)'' 



Aber aus y^ = x^ folgt : 

^ydy=zZx^dx^ also ^ = -—z=: ^ = -1-. 

dx ^y ^x^x 2 

Aus ^2:^^folgt: ^zd, = dx, also^ = i^ = ^=2^. 
Mithin ist cos a = ^— , wobei für o; = o zu 

setzen ist. 

Dann wird cos a = o und a = 90^. 

Ist ß der Winkel der Tangente gegen die IT Achse, so 
bestimmt sich ß aus der Gleichung: _ 

dy 3V^ 

dx ~1~ 



und für x=zo wieder ß = 9(fi. 

Die Tangente an die Kurve im Coordinatenanfangspunkte 
steht also in demselben auf der XFEbene senkrecht imd bildet 
mit der ^Achse den Winkel o. 

Die Tangente in der XZEbene ist die X Achse. 



9» 


11 


M 


»1 


XZ 


»» 


11 


11 


z 


11 


»1 


»1 


»» 


1» 


YZ 


11 


11 


11 


z 


11 



Für den Radius q des Krümmungskreises im Punkte 0,0,0 
der Kurve y^=:x^ in der XZEbene ergibt sich nach der Formel : 
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b+im 






, also für x = o 



= 0. 




Mithin ist der Coordinatenanfangspunkt kein Inflexions- 
punkt, sondern ein Rückkehrpunkt der Kurve. 

In der XZEbene erhält man für den Krümmungsradius 
des Scheitelpunktes der Parabel ^^=zx^ den Wert 



[•+(i)i 



^xi 
ixi 



= i V(l + *^)^i also für x = o 



In der TZEbene liegt die Neil' sehe Parabel, deren 
Gleichung y = js^, und für den Krümmungshalbmesser q hat 
man die Formel: 

_[l + 9z*]* 



6^ 



und für jsf=zo wird q = cc^ d. h. 



Der Coordinatenanfangspunkt ist für die FZ Kurve ein 
Beugungs- oder Inflexionspunkt. 
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1879. Zweite Aufgabe. 

Es ist die Differentialgleichung derjenigen Kurven auf- 
zustellen und zu integrieren, bei welchen der Krümmungs- 
halbmesser dem Kubus der Normalen proportional ist. 

Für den Krümmungshalbmesser in einem Punkte der 
Kurve, der die Coordinaten x und y besitzt, hat man die Formel 

"=* — ^ — ■ 

dx 
Für die Länge der Normalen im nämlichen Punkte hat 



man 



Mithin muss sein + ^ = ± c [y |/l + (^) J • 

Diese Gleichung zerfällt in die Differentialgleichungen: 

dx — ' dx^ ~ cy^^ 
von denen die zweite integriert werden soll. 

Zu dem Ende schreibt man dieselbe in der Form: 

d^ d^ 

^.d^-l=+±dv da ia ^^_^ = _^.^ ist 
dx dx — cy^ '^ dx^ dx dy dx 

Das Integral dieser Gleichung ist: 

oder \^) = -4 ± 2 / — ^dy\ mithin ist: 

dy 



dx = 



^i^^^f^^^' 
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und X =1 B + ' ^ 



/: 



Also 






i 



^_ . . iAcy^ + i 



cy 



x = B±y--iAcy^ + \ oder 

A C 

[Ä€{x — B)']^ = € {Acxß + 1), woraus sich die gesuchte 

Gleichung ergibt: 
A^c^x^ — ^A^Bc^x — Ac^y^ = :^c — A^B^c^. 



1880. Erste Aufgabe. 

Man soll die Punkte der Ellipse angeben, für welche das 

vom,Mittelpunkte auf die Normale gefällte Lot ein Maximum ist. 

Die Gleichung der Normalen im Punkte ^, ri der Ellipse 

ist: I. y — ri = y^ (^ — I). 

Mithin ist die Gleichung derjenigen Geraden, die durch 
den Mittelpunkt der Ellipse geht und auf der Normalen senk- 

recht steht, II. «( = 5— ' ^• 

Aus diesen beiden Gleichungen findet man für die Coor- 
dinaten des Schnittes der Normalen mit der Senkrechten auf 
ihr durch den Mittelpunkt 

_ g^2a2(aa_fc2) _ _ g^62(„2_;,2) 

a«i?2 + t*|2 ""<^y— o*i?2 + 6*g2 • 

Folglich ist die Entfernung des Mittelpunktes von der 
Normalen : 

Da diese Entfernung ein Maximum werden soll und da 
I und ri der Ellipsengleichung genügen müssen, hat man: 



— 26 



in. di [— 



Vo*|2i^*+5*| V • 26*? ■ 2 1 a* j?* 4- 4 6* |8 j/2 



(«V +**!*)" 2(aV4-**|2)Va*l«»?*+6*l 



Vä*"^*4-6*| V • 2a*j; 



+ 



2i?6*§*+4oV?^ 



] 



= 
und IV. d| • 62g + ^^ ' o.^V = 0. 

HI. wird aber durch Vereinfachung: 

Dazu IV. dg • fc2g + dl? • a2i, zzz 0. 

Folglich (a8i?5_|_a464g2^3) a2^_(a464^2|3^68g6) J2g — q 
oder V. (a^ti^-^b^^^) (a^ri^ — bH^) = 0. 

Der erste Faktor liefert, wenn er gleich gesetzt wird, 

für -jr eine imaginäre Grösse. 

Dagegen ergibt sich aus a^^* — Mg* = 

ri^_b» 

F ~ aß 

also ^2 z= ± -^ ^2 VI. 
Aus dieser Gleichung und aus der Ellipsengleichung 



2 



-f- -f^ = 1 findet man endlich ^ = ± — - — 



„ , ,o — — 5 — • ; » wobei das 

«2 ' fe2 =' - ia±b 

Zeichen — zu verwerfen ist, da sonst g grösser als a würde» 
Die Coordinaten der gesuchten Ellipsenpunkte sind also 



a'^a 



§ = ± 



Vo+6 



und j; = + 



_^ *Vft 



Va+6' 
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Um den betreffenden Punkt P im ersten Quadranten zu 
finden, verlängert man die grosse Halbachse OÄ um die kleine 
OB bis C und sucht AD als mittlere geometrische Propor- 
tionale zu a und 6, zieht ferner OD, welche Linie den um- 
schriebenen Kreis in E und den eingeschriebenen Kreis in F 
trifft und somit den Punkt P bestimmt. Legt man durch ihn 
die Ellipsennormale Pö, so ist der Abstand 00 des Punktes 
von ihr das Maximum und zwar a — b. Zugleich wird auch 

PG = y^ und G der Krümmungsmittelpunkt für den Punkt P. 

1880. Zweite Aufgabe. 

Ist der Differentialausdruck von zwei unabhängigen Va- 
riabein X und y: 

integrabel, und welches ist in diesem Falle der Wert des 
Integrals? 

Soll du das Differential einer Funktion von x und y sein, 
so muss das vollständige Differential von w, d. h. diejenige 
Zunahme von «, welche den gleichzeitigen Zunahmen dx und 

dy von x und y entspricht, sein: du = ^' dx^^ - dy, wo 

-T- und -j- die Differentialverhältnisse der Funktion in Bezug 

auf X allein und in Bezug auf y allein bedeuten. 

Soll also die gegebene Funktion aus der Differentiation 
irgend einer Funktion u hervorgegangen sein, so muss man 
setzen können: 

^Vl+y2 du . 1 , 3/Vl+x2 du , . , 

; = j- und . + ; = 3- , wobei noch 

yi^^2 dx yr+p yr+^a ^y 

d^u d^u 

-5 — 5-= j — j- sem muss. 
dxdy dy'dx 

Beiden Bedingungen wird aber genügt durch die Inte- 
gralgleichung: 
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^ du , Vi+^2 1 r. . 1 .. 1 

^^ Vl+y2 ^ y_|.yi_|_y2L 2Vl+y2 ""J 

^ yyr+^2 1 yriji g4.y^ i^yyi4:^ 

Vi +2^2 y+yi_^j^2 yiq:^2 yi4.y2 

Ebenso ist: , , = . — -, - -a.yizz: -r-r-.^^ ^ 



ti^z^rf^ yi_l-^2.yi_|_y2 • yi4-ir2.yi+y2 

und ^,- =- .-=M^= • 2^ = ^^ 



dy • dx 1^1 -|-;r2 • yi +2/^ yi -f-rr2 . yi -l-y2' 

1880. Dritte Aufgabe. 
Man bestimme den Wert des Integrals: 



/, 



1 — 22cos2a?4-g2 

TT 

und insbesondere für die Grenzen a;=ro bis ä 



4* 



j 1 — 2ecos2a;4-32 ^ — 2 (1 — 9 ) J l_29cos2a;+22" 

d« 
Setze 2a; = ^, wodurch sich ergibt dx = -^ und das 

Integral übergeht in: (1 — 3^) j-——A—^^^ Dann setzt 

1 — z^ ^z 

man cos y = ;i— , — i,, woraus folgt : sin y = -r—. — ^ und z 1= 



)/ 



i-r-^^ = tg|-, also dy = 2cos2|-d^ = r-?-9<i«. 
1+cosy * 2' * 2 l+;e« 

Dadurch wird das Integral: 

^^ ^V l-29+38+(l +22+98)^2 

= 2 (1 - 92) f^. — ^l-__- Setze ^ = ^l^^^J^, 

V (1- 9)2+(l + a)^^^ 1 + 2 
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2(1 — «2) 

Dann wird das Integral : t. — . ,. . . arc tg v 

(l-ä)(l + 3) 

= 2arctg[..l|^)] 

= 2arctg [tg| -1^1] = 2arctg [tg^ • |±|] 
Das unbestimmte Integral wird also 

2 arc tg [tg ^ . |±|] + C. 



/T 2 ( 
1 Qf 



= 2 arc tgr 



q cos2a;-f-g'2 
1+« 



« 1 



1881. Erste Aufgabe. 

In dem Ausdrucke U = -^-n — 2 3— ^ sollen statt der 

rechtwinkligen Coordinaten xy Polarcoordinaten mittelst der 
Formeln x=^r cos qp, y = r sin 9? eingeführt werden. 

Letztere Formeln machen x und y zu Funktionen von r 
und 9, wodurch auch u von diesen neuen Veränderlichen ab- 
hängig wird. Man hat daher: 

^^ du du dx , du dy 
^ dr dx dr ^ dy dr' 
^. du du dx . du dy 

^ d(p dx dip^^ dy dcp' 

du 
Aus diesen Gleichungen nimmt man die Werte -p und 

du 

j-, nachdem man vorher mittelst der Trans formationsfor mein 
dy' 

-j-, j- etc. bestimmt hat. 
ar' dr 
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Dann werden die Gleichungen abermals nach r und q 
differenziert, und da j- und -^ Funktionen von x und y sind, 
also wieder von r und q) abhtogen, erhält man 

dr^~d^\dr/^dJ^'dr'dr'^d^\^ '^ dLc 

d^x du d?y 

dr^'^dy'dr^' 

d^u d^u dx dx d^u /dx dy , dx dy\ d^u 

drd(p dx^ dr d(p dxdyxdr dq)^ dq) dr/~^di/^ 

dy dy j^du d^x _.du cPy 



dr dq) ' dx drdq ' dy drdq' 
d^u _ d^u/dxy , d^u dx dy . d^u /dy^ . du 
dq^ dx^\dq/ "^ dxdy dq dq^ dy^ \dq/ ' dx 

d'^x j^du d^y 

dq^'^dy dq^' 

Naclidem mittelst zweimaliger Differentiation der Trans- 

d^x d^y 
formationsformeln die Werte ^-g, -j-g etc. bestimmt sind, 

nimmt man aus den 3 Gleichungen I, II, III die Werte von 

d^u d^u 

-y-g und -T-g und setzt sie in der ursprunglichen Gleichung 

ein, wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Der Verlauf der Rechnung wird also folgender: 

dx dy . dx . dy 

-^cos,); ^ = smy; —^-rsiny; j^ = rcos<p 

,^ du du , du 

^. du du . . du 

du du , , du cos w 

Also 3- = 3- sm cp + T ~ 

dy dr ^ dq r 

, du du du sincp 

und 3- 1= 3- cos cp — 3— • ~, 

dx dr ^ dq r 
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^ . , ä^x cßy ^x 

Dann ist : j-j = o ; ^-^ := o ; 3—- = — r cos o) ; 
dr^ ar^ dfp^ _ 

<i2j^ . d^x . d^ , • j 

^^-rsmqp; ^-^^.-smy; ^^ = cos «p, also wird 

, da« da« „ , 2^2« . , d^u . „ 

„da« da« . .da« 

"• d7d^ = -d^-'''™'^"°'^ + d^'^(*^°'>-'"^>) 

, d^^ , dw 1 

+ j-5 • ^ sin cp cos op + -r- * — • 
' ay2 ^ ^ ^ d(p r 

Multipliziert man die Gleichung I mit r^ und addiert man 

sie dann zur Gleichimg III, so ergibt sich- 

^^^ ^u . ^cßu d^u „ , d^u ^ du 
TV h- ^2 — . ««a _j ««2 . f 

^ dq>^^ dr^~dx^ ^ dy^ dr 

Ferner erhält man aus I. und II. durch Elimination 

von , , . 
dxdy 

^- d^*^^^^^^"^^'^^^""^^ -Srsmycosijp^ ^ 

d^w o . „ dw ^ . 

• r2 cos2 qp — ^_ . ^2 si^a ^ — * 2 sm 9p cos (p. 

Dann ergeben sich aus IV. und V. die Werte von ^ u. ^. 

^- d^^ (^2^ ^ ^2^ Sin2 y ^2^ sin g) cQs ^ 

^^* d^ ~ 572 ^^^ ^ + d^ ' ~1^ "^ Wd^ r 

, du sin2 y ^^ dw 2 sin y cos qp 

' dr r '^ d(p r^ 

„, d^M ^w cos2 qp d^w . ^ , d^w ^ sin qp cos y 

^ dy2 — ^ ""^^ä r ^ sm- 9) + ^^ • ^ - 

I du cos^qp du sin qp cos qp 
"^ dr r d(p ^2 * 
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Demnach wird der gegebene Ausdruck U = :r^ ■— 2 -j—z 

zu U =: -=-zr (1 — 3 sin2 (p) + -r— r • 5 ^^ — 3 , , 

sin 2 9 , dw 1 — 3 cos2 q) du sin 2 9 

1881. Zweite Aufgabe. 
2 

. soll ausgewertet werden. 



2 

dx . , ^ , r dx 



/dx ' \ r^ ^ r äx . ^ 

, = arc sin^+ C, also / -| = arc sm 2. 

Vi— ^2 jyi_^2 

Setze arc sin 2 = ^. Dann ist 

sin «/ = 2. 
Aber e^/» — g-y» = cos «/ + i sin y — cos^ + ^sin^=: 2isin y^ 
4i oder e^J'* — 4iey* = 1, also 

ey^ = ^li±i^ß und 

eyi»'=ii(2 + V3). 

ey«* = i(2 — V3). 
Dann ist 2^ii = i[i(2 + V3)] = Z(2 + V3)+i(2Ä+l)7T-^ 

also 2/1 =i(2Ä+l) TT — i? (2 + V3) 

und 2/2 = i(2Ä+l)7r — iü(2 — V3). 



1883. Erste Aufgabe. 

Es soll in irgend einer Art von Coordinaten die Brenn- 
linie der in einer Ebene sich fortpflanzenden Strahlen bestimmt 
werden, welche von einem Punkte ausgegangen an einer Ge- 
raden in ein anderes Medium tretend gebrochen worden sind^ 
und soll nachgewiesen werden, dass diese Brennlinie die Evo- 
lute einer Ellipse oder Hyperbel ist. Auch kann der Weg 
gezeigt werden, die allgemeine Gleichung der Evolventen dieser 
Brennlinie zu finden. 



— aa- 
lst L der leuchtende Punkt, MX die Grenze der Mittel, 
LM = w die Senkrechte von L auf MX, LA ein Lichtstrahl, 
AB des Einfallslot, DAG der gebrochene Strahl, so ist 

T\AT> = ** (Brechungsexponent.) 



sm 



^' 




Bezeichnet man -M-l mit x* AL mit r, ^Z) mit r\ so 
wird die Gleichung: 
x*_ 

= n oder r' = nr 



X' 

r* Da r z= ^m^ -\- x*^^ ist r' =nn y^1|~^a 

und ilf /) = yr'2_^^2 — yi|2 (m2-f^'2^— ;r^z= y;?2(n2— l)4-m2n2 

Nimmt man MX und ML als Achse eines Systems, so 
wird die Gleichung des gebrochenen Strahles DAG: 

y — MD = tg^DAX • x 

oder x*y = — xix*^{ii^— l) + m2w2 -f x' y[^*'^[n^—\)J^m^n^ 
Mithin ist I x'^y"^ = [x'^ (wa — 1) -j- m2 w2] (pr/ — ^)2. 

Um die Enveloppe der Geraden zu finden, hat man die 
Gleichung I nach x' zu differenzieren und aus der ursprüng- 
lichen Gleichung und der Differentialgleichung x* zu eliminieren. 
Man erhält 

II x*y^z=z{x* — x) lx^{n^—{)-{-m^n^']-\-(x'—xY'X*{rfi—\y 

Multipliziert man II mit x\ so folgt aus I und II: 
III x'^ (n2 —1)4- m2w2 j; = 0. 

8 a i I e r , Aufgaben. IV . 3 
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Ferner folgt aus I x^y^ = [x'^{n^—l)-{-m^n^\{x'—xf 
und II X' y^ (x' — x) = [x'^ (n« —1)4- »»2 n^] (x' — xf + (x' 
— x)3 a;' (»2 :— 1). ' 

IV X' - i =z f/ ^L 

r «2—1 

Aus III und IV ei^ibt sich die Gleichung der Enveloppe: 



= 1 
w2 



Nun ist aber die Gleichung der Evolute eines Central- 
kegelschnittes b ezogen au f die Achsen desselben: 

fa2^-2 ^j fe2 y2 

7 — ~ 7 ovo + 1/ / o — i,o\ = li wobei die oberen oder unteren 
(a -f ^2)2 — 1^ (a2 4- 62) 

Zeichen gelten, je nachdem der Kegelschnitt Ellipse oder 
Hyperbel ist. 

Für den Fall, dass obige Brennlinie eine Ellipsenevolute 

a y f — n2 b 

sein soll, muss man haben: —z i:^ = ^ und 



«2 _ ft2 Yii n a2 — ^2 

1 a 

^^"l"mn» also "j~ = yi — w2, was nur sein kann^ wenn 

n<Cl und a<ib. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt dann b =- 

und a uz — yi — w2 und die Gleichung der Elhpse ist: 

^2^2 y2^i2 

-^-- — = 1 



m2 (1 — w2) ' w2 

Ist also w<<l, d. h. ist das erste Mittel optisch dichter 
als das zweite, so ist die Brennlinie die Evolute einer Ellipse, 
deren Mittelpunkt der Fusspunkt M der vom leuchtenden 
Punkte auf die Grenze gefällten Senkrechten m ist. 

Die grosse Achse der Ellipse fällt ihrer Richtung nach 

m 
in diese Senkrechte und ihre halbe Länge ist — . Die kleine 

Achse (hier 2 a) fallt in die Richtung der Grenze der Medien 

und ihre halbe Länge ist — Vi — n^. 
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Um zu untersuchen, ob für m>1 die Evolvente eine 
Hyperbel ist, gebe man der Brennliniengleichung folgende Form: 

l/— s— 5 — 1/ — o o ~ ^^ ^' Di^ Gleichung stimmt mit der 

..... b 1 , a Vws'^l 
^=: 1 uberem, wenn: — . ,^ =i — - und ^ , io = - ^• 

Es muss also für diesen Fall sein: 

— z=z ^H'^ — 1 und — ^ — = m w, woraus folgt : a = — | w2 — l, 

und die Gleichung der Evolvente wird hiemit 

~m2 m2 (w2 — 1) "^ * 

Um die allgemeine Gleichung der Evolvente unserer 
Brennlinie zu finden, kann man folgendermassen verfahren: 

Bezeichen x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der Evolvente, § und ri die Coordinaten des zuge- 
hörigen Krümmungsmittelpunktes, so wird, da die Evolute 
unsere Brennlinie sein soll, 



I 



^3/ |2(l_n2) J/jj2_ _ 



Die Verbindungslinie der Punkte oo, y und ^, ti ist 
Tangente an die Brennlinie, daher muss sein: y — fj = j^ 
(x — I), oder da aus 1 folgt: 



p (1 - n2) 



ny-rj = -y'I^^-^-^ix-§) 



Obige Verbindungslinie bildet aber auch die Normale 
<Jer Evolvente, steht also auf der durch den Punkt x, y 
gehenden Evolvententangente senkrecht, demnach ist: 

-j~ ' ^z= — 1. Folglich, wenn man ^-^ mit p bezeichnet, 
4^ dx ^ ' dx ^ ' 



3* 



3G 



III fMlmiil)-! oder ^ = -i 



— /J2) 

Eliminiert man aus I, II und III § und ^, so hat man 
die Differentialgleichung der Evolventen. 

Ulf TIT t -i. ^»^i^^(l — "^) 
Hilfe von III i; = 4- -p:::: ^ ^-^_-=:^ 

-L 7rt n 

Aus III folgt dann : i? = -7 - r^^—i^^ — ^ — ■ 

y(p2(i_n2) -1-1)3 

Setzt man die gefundenen Werte von | und rj in II ein, so 

ergibt sich die Diflferentialgleichung : ^-[-^^^=^-7 — » 

Vi?2(l— «2)_j_ 1 

die integriert werden kann, da sie von der Form: 
x-^py=zf (p) ist. 

Man findet die Gleichungen: 

J yi _|_^2 
'Pf ip) 



y = 



und X z=f (p) 



P 



I 



oder y^= 

und X z= 
m np 



1 



Vl+pM 



+/ 



i\-\-p'' 



dp 



i\+p 



2 



J yi+p2..(l_j_(l_„2,^2)f ^{ 



2) 



K/vr 



p inn 



dp\ 



Vl+(1— n2)p2 flJ^p2Y ' J yt+i>2(l-|_(l_^?2^^;2j|'"^^ 

Für i> =: ^</ T ergeben sich die Werte: 
m cos T 



y — 



n 



VT 



n^ sin*^ T 



c cos r 



,_ (1— n2)m 



sm T 



n 



Vi— «2 sin2 



— c sm T 



sm* T 

Durch Elimination von t aus den beiden letzten Gleich-^ 
ungen erhält man die gesuchte allgemeine Gleichung samt-- 
lieber Evolventen der Brennlinie. 

Im speciellen Falle c:=o folgt als partikuläres Integrah 



.J. ■_- wM 
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-\ w- = !♦ d. h. eine besondere Evolvente wird 



m2 (1 — n2) ' m2 
ein Kegelschnitt, und zwar für w<;i eine Ellipse und für 
n> l eine Hyperbel. Die anderen Evolventen sind Kurven, 
die mit dem obigen Kegelschnitte im beliebigen Abstände c 
parallel laufen. 

1883* Zweite Aufgabe. 

Man entwickle aus der Gleichung: y-\-y^ z^ x^-\-x^ 
y nach aufsteigenden Potenzen von x. 

Setzt man statt x^ -\- x^ den Wert ^, so kann man nach 
dem Reversionstheorem von Lagrange aus der Gleichung: 
y -\-y^ ^1^ z einen Wert von y nach aufsteigenden Potenzen 
von z entwickeln. 

Der Satz lautet in spezieller Form: Wenn y = £f-\r-xf{y), 
so ist 

Jn unserem Falle ist a;=r — 1 \md/(y)^y^, alsof(g)=^e*, 

dz —dz—^^' dz^ — dz^—~dJ — '^^ ^^^• 

&z^ 72j?7 
xMithin wird y = ^_^3 _|__ _ ,__ _|_ ^ 

oder y = z — z^-\-3z^ — 12z''-\- , und wenn man für js 

seinen Wert x^-}-x^ wieder einsetzt: 

y zrra;3-fa;5 — (ä;9 4-3:^11+3 0^13 + :z;15) 4-3(^15 + 5 iPl7_|_ 10^19 

_^ 10^:21-1-5^234.^25) ._ 12 (;xj214 7^.28_|_21^25 . _)_|. _ _ 

^=,a^^x^^x9 — 3x^^—3x^^-^^x^^-^l5x^T-ir30x^^-^i8x^^ 

_69a;23_ 249^25 _ ^ 

welche Reihe natürlich nur bei Konvergenz derselben für eine 
Wurzel der gegebenen Gleichung gesetzt werden kann. 



1888. Erste Aufgabe. 

Man soll die Gleichung der Orthogonaltrajektorien eines 
Systems von Parabeln aufstellen, welche durch zwei feste 



1 
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Punkte der Ebene gehen und dieselbe Achse besitzen, die 
Punkte zur Achse symmetrisch gelegen vorausgesetzt. 

Die Gleichung einer Parabel bezogen auf ein rechtwink- 
liges System XY ist, wenn die Parabelachse mit der X Achse 
zusammenfällt : 

Sind a und b die Coordinaten des einen Punktes, durch 
den die Parabel gehen soll, so muss sein: h^ ^=: Aa-\- B. 

Mithin ist l. y^ — Ä{x — a) b^=zo die Gleichung irgend 
einer Parabel, die durch die zwei Punkte a, b und a, — b geht. 

Sie enthält ausser den Coordinaten noch einen Para- 
meter Ä^ durch dessen stetige Aenderung eine Schaar von 
Parabeln entsteht. Dann heisst Orthogonaltrajektorie dieser 
Schaar jede neue Linie, welche diese Schaar unter demselben 
Winkel 90® schneidet. 

Durch Differentiation der Gleichung I. ergibt sich: 

^ydy — Adx z=z oder 
dy _A^ 
dx ^y 

Ist r der Winkel, den die Tangente im Punkte x^ y mit 

A 
der X Achse bildet, so ist tgr = r— . 

2^ 

Durch den Punkt x^y gehe femer die Trajektorie, und 
es sei ti der Winkel, den die Tangente an der Trajektorie 
mit der X Achse bildet, so muss sein, da diese Tangente 
auf der Parabeltangente senkrecht stehen soll: 

1 2y 

tg r-tg Ti = — 1 oder ig n = — — = — -j. 

Eliminiert man aus ^ = — ^ und 

dx A 

y^^—.A{x — a) — b^zzzo den Parameter, so hat man die 

Glieichühg der Trajektorie. 

Man findet die Differentialgleichung -j- = — ^ . , ^ - und 

y2 J_ J2 

durch Trennung der Variabein : dy • ' = dx'2{a — x) 

r b^l 
oder dy h/-| = dx [2a — 2x] und durch Integration: 
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^ + 62/*/ =: 2aa; — x-2 + Ü 

oder y^-^-^bHy^iax — 2x2 -|-Z) als Gleichung der Ortho- 
gonaltrajektorien der Parabelschaar. 

1883. Zweite Aufgabe. 

Die Funktion x-\-!f soll nach der Grösse l partiell dif- 
ferenziert werden, wenn x und y mit den Variabein A. und /t 
durch die Gleichungen verbunden sind: 



a;2 



+ 



¥ 



2 



= 1; 



X2 



y 



z= 1. 



Aus x2 (62 ^ X) _^ y2 («2 -f A) = («2 _i_ X) (i2 .^ ;t) und 
x!i {b^ -\- ft) -{- y^ {a^ -\- ft) — (a'i -{- fi) (b -\- fi) folgt: 

u;2 (Iß 4- A) (a2 -f ^) 4. y2 («2 4 ;t) (a2 4- fl) 

= (a2 + A)(-62 + A)(a2 + ^) 
und x2 (62 4- fl) (a2 4 A) 4 ^a (a2 4 fi) («2 4 ;i) 

= (a2 4/t)(62 4^)(o2 4A), 



also X2 zrz 



(„2 4A)a24^) 



mithin x 



_^i/K+a)K4a*) 



=±^ 



a2^62 



«2 — 62 

Ferner hat man: 

^2 (624A) (62-f /t) +2/2 (024A) (624;m) = (a24A) (624 A) (6?- 
und x^ (624^) (624A) 42/2 (ai'4j») (624^) = (a^-^/i) (62- 






und 



^ ^ = ^1^.t£) Od er > = ± |/ g+ gj^^>- 
D.„„ « .+, =^|^^5 ±J^4S^^> 

dX -)'a2 — 62 2Vä2^R-r *'-«^ 2V6H-A 

624Äi\ 



a2 — 62 2ya2_|_/- 



2Va2 — 62 



62 4 A, 
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1884. Erste Aufgabe. 

Wie gross ist der Oberflächenteil der Erde, welchen man 
übersieht, wehn man sich um die Höhe h über den Pol er- 
hebt und die Erde als abgeplattetes Rotations -EUipsoid be- 
trachtet, für welches der Aequatorhalbmesser = a , die halbe 

d h 

Achse := 6, die Abplattung = c ist? Bei der Berech- 
nung sind die zweite und höhere Potenzen von e zu vernach- 
lässigen. 




Rotiert die Ellipse mit den Achsen a und h um ihre 
kleine Achse 6, so entsteht das abgeplattete Rotationsellipsoid. 
Erhebt man sich um die Höhe h über dem Pole, so übersieht 
man eine Kappe dieser Fläche und die Grenzsehstrahlen werden 
Tangenten an die Meridianellipsen. Nimmt man in einer der 
letzteren a als X Achse und b als Z Achse eines Systems und 
bezeichnet man die noch unbekannten Coordinaten eines Be- 
rührungspunktes mit ^ und ^, so ist a^riy -\-h'^'^x z=i a^lß die 
Gleichung der Tangente und zur Bestimmung von ^ und ^ 
ergeben sich die beiden Bedingungsgleichungen: 

a2^2_|_52|2 — ^2^2 und 

«2^ (ft-f A)-|-62g . ^3: 0^262- von denen die erste aus- 
'drückt, dass der Punkt ^, ri in der Ellipse liegen soll, die 
zweite, dass o und h-\-h die Coordinaten eines Punktes der 
Tangente sein sollen. 

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich für die Ordinate ri 
•des Berührungspunktes ^ :=: , , , . 

Dreht sich die ElHpse x zm -r-'^ b^ - y^ um ihre kleine 
Achse, so ist der allgemeine Ausdruck der Rotationsfläche 
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J = ^-^fih* + (a^-b^)y^dy = ^^ iW^ 



¥ 



li 



^,2+y'^y' 



6* / 

Setze -g — r2 =1 m^ und ym^-^y^ z^ t-y^ so wird das 

allgemeine Integral: 

+Va2r>;2H -ft2 )+^- 

Mithin wird die überschaute Kappe dieses Integral zwi- 

sehen den Grenzen , , , und h. 

o-\-h 

Sie wird i =: an \ a-4--. — r_-=:-r / ^ — 



t 



i =. au a-\- , V , 

L ya2 — 62 b 

(6 + A)2 yä2^=62 fe+Ä J • 

Aus = E folgt 6 = a (1 — fi). Dann wird die Kappe 

bei Vernachlässigung solcher Potenzen von t, die die erste 
übersteigen, 

i-a2rr\A i l-^f/V^^+l a(l-2£)yä2+fe2+2fea(l -g) 

L'"^ ^_ ^_^ a2(l— 2f) + 2a(l— e)A+A2 

y2£ a(l— £)-f-A J* 

1884. Zweite Aufgabe. 

^ ^ 62 — 6 2 

= n^^ zLz2-[/(e- — 1) — ZeT]+C = 2i(6-— 1)— ^4-C. 

62 
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1885. Erste Aufgabe. 

a) Es soll die Kurve, deren Gleichung in Polarcoordinaten : 

(Ä) .... r2 zzz A2 • tg 2 9> ist, wo l eine Constante, 
aus dieser Gleichung und aus der in rechtwinkligen 
Coordinaten in Bezug auf die Gestalt im Anfangspunkte 
und auf ihre Asymptoten discutiert werden; 

b) soll, indem A als veränderlicher Parameter betrachtet 
wird, die Differentialgleichung der Kurvenschaar A auf- 
gestellt werden; 

c) soll in Polarcoordinaten die Differentialgleichung für die 
Schaar (B) von Kurven aufgestellt werden, welche die 
Kurvenschaar (A) überall, wo sie sie treffen, rechtwinklig 
schneiden, und dieselbe soll integriert werden. 




Setzt man in der Gleichung der Kurve r'^=i?ig^(f für 
q) den Wert o, so wird r = + o, d. h. die Kurve geht durch 
den Anfangspunkt des Systems und berührt die Polarachse. 
Lässt man (p bis 45^ wachsen, so erhält r für ein bestimmtes tp 
immer zwei gleiche Werte von entgegengesetztem Vorzeichen, 
die, wenn man vom Zeichen absieht, immer mehr zunehmen, 
bis für (f = 45^ r = + oo wird. Für Werte von €p , die 
zwischen 45^ und 90^ liegen, wird r imaginär, weil dann tg 2y 
negativ ist. Für (p = 90^ wird r wieder + o, d. h. die Kurve 
berührt die Senkrechte zur Polarachse im Ursprimge 0. Für 
Werte von <p zwischen 90^ und 135^ erhält man wieder für r 
zwei reelle, gleich grosse Werte von verschiedenen Vorzeichen, 
die für y = 135^ unendlich werden. Für Werte von q) zwischen 
135^ und 180^ ist r wieder imaginär. 
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Um den Abstand des Poles von den Asymptoten zu 
finden, bedenke man, dass der Radiusvektor des Berührungs- 
punktes zu der Asymptote parallel sein muss und somit die 
Polarsubtangente für ir =z oo sich einer bestimmten endlichen 
Grenze nähern muss, welche den Abstand dei* Asymptote vom 

Pole ausdrückt. Die Polarsubtahgente hat die Formel r^ -j^. 

® dr 

Aber aus r^ = A^ tg 2 cp folgt : 



d(f ""2 y tg¥ci cos ^ 2 <jp — Y cos2 2 (p' 

da tg 2 r/) = ^ ist. 

1 

Weil man aber statt cos^ 2r/) den Wert ^ , . » ^ setzen 

^ l4-tg2 2y 

kann, wird 

dr _ ^ /2(l + tg22f/)_ J'^ V'^IV ' ;t4a-r* 
— — + _^ + — -|- — _ .^ 

äif r r ^-r 

Die Polarsubtangente wird +^7-; — i= — für r = oo. 

Der Grenzwert aber wird + — , = o für r = od. 

Mithin gehen beide Asymptoten durch den Pol und sind 
die Linien, die mit der Polarachse die Winkel 45® und 135® 
bilden. 

Die Kurve besteht aus 2 Aesten, die sich im Ursprünge 
schneiden. 

Der eine Ast liegt im Winkel 45® (mit seinem Scheitel- 
winkel), den die erste Asymptote mif der Polarachse bildet. 
Der zweite Ast liegt im Winkel 45® (samt seinem Scheitel- 
winkel), den die zweite Asymptote mit derjenigen Geraden 
bildet, die im Ursprünge auf der Polarachse senkrecht steht. 

Der Doppelpunkt 0, in dem die Kurve sowohl von der 
Polarachse als von der auf ihr Senkrechten berührt wird, ist 
ein Beugungspunkt für beide Aeste. 
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Der Krümmungshalbmesser in wird cc bei beiden 
Teilkurven. 

Um die Kurve auf ein rechtwinkliges System zu trans- 
formieren, dessen Anfangspunkt ist und dessen X Achse mit 
der Polarachse zusammenfällt, setze man: 

x=rcosq> und y = r sin (p^ woraus folgt r^=zx^-\-y^ und tgy =-^. 

Die Gleichung der Kurve wird dann: 
a;2-f y2 — ;t2- tg2y oder 

^' + .V^ = ^' • T3^2-y ^der 

;r24-;?/2 = A2.2 . . ^ ^^ ^ISO 

^ ~ ^2 
a;4 — y4 — 2 A**^^^ =: 0. 

Dass die Kurve durch den Anfangspunkt des Systems 
geht, erkennt m'an daran , dass durch x ^=z o und y =^ o die 
Gleichung der Kurve erfüllt wird. 

Will man zeigen, dass die Achsen Tangenten an die 
Kurve sind, so hat man zunächst den ersten Diflferential- 

quotienten -p zu bilden. Man findet: 

df 
dy _ _ dx^_ — 4'^'^ H-2Jl2y 
Tx ~ ~ ~dl~ — 4^/3— "2X2^-^ 

dy 

also für X und y =^ o den Wert — . 
Bildet man aber die 2. Differentialgleichung der Kurve 
^ 2^,^ ^/W,^^_^ so ergibt sich 

bei Weglassung derjenigen Glieder, die durch x=o und y=o 
selbst zu Null werden: 



gK -11+ ""] = »• 
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Diese Gleichung zerfällt in 2 Gleichungen: 

dx 
und II. 12^2.g_j>4;t2=^ o oder 12 • o • ^ + 4^2= o. 

Der Ursprung ist demnach ein doppelter Punkt der Kurve. 
Die eine Tangente ist, da y- = o sein kann , die X Achse, 

während aus IL folgt, dass ^= oo ist, dass also eine zweite 

Tangente mit der T Achse zusammenfällt. 

Setzt man in der Gleichung der Kurve für y den Wert x^ 
so wird sie befriedigt durch x :=z o. Schreibt man aber diese 
Gleichung in der ursprünglichen Form: 

y_ 

X 

x2 -]- y2 z=L ^A^ ' --, so wird für x = y 

x^ 
X = y =z 00, woraus ersichtlich ist, dass die Gerade x^-y^ro 
nicht nur die Kurve im Ursprünge schneidet, sondern auch 
Asymptote der Kurve ist. 

Für X =: — y findet man wieder x z= y =: o^ aber auch 
wieder x ::=: y = od , wodurch man ersieht, dass auch die 
Gerade a; -j- ^ =: o Asymptote der Kurve ist. 

Aus der Gleichung I. r^ = A^ tg 2 cp folgte 

dr l 1 • f 

^- = -h -. , also ist 

/rfr\2 
II. It— I • cos* 2 ff tg 2r/) =:r ^2 Eliminiert man aus I. und IL 

die Grösse A, so erhält man die Differentialgleichung der 

Kurvenschaar (A): 

(dr\2 
-T— 1 • cos* 2 9 tg2 2f/) oder: 

dr 
± 2r =j- ' sin49). 

Die Winkel (f und yi, welche die Tangente an der ge- 
gebenen Kurve und die Tangente an der Trajektorie mit dem 
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gemeinschaftlichen Radiusvektor r bilden, sind an die Be- 
dingung ffi-(f:=^ 90^ gebunden. Die Differentialgleichung 
der Trajektorie ergibt sich daher durch Elimination von l aus 
den Gleichungen: 

III. o^r- ' j 2 r3 = und 

cos** Zip a (f 

IV. 1-2 = /.2 . tg 2 tp. Man findet : 

2 tfr 

r =z ~ M ' ^— als die verlangte Differentialgleichung der 

sin4(/ d(f 

Trajektorie. 

Ihr Integral findet man durch Trennung der Variabein: 

dr 
; = — I sin iifdif^ also kömmt: 

Z r = ^ cos 4 f/) -f- C. 

1885. Zweite Aufgabe. 

In ein anfangs leeres Gefäss findet constanter Zufluss 
einer Flüssigkeit statt und aus dem Gefässe zugleich ein der 
darin befindlichen Flüssigkeitsmenge proportionaler Abfluss. 
Wie viel Flüssigkeit enthält das Gefäss zur Zeit ^? Es werde 
angenommen, dass zu dem Ausflusse alle jeweils vorhandenen 
Flüssigteitsteilchen gleichmässig beitragen. Wie viel in der 
Zeit t bis t-\-dt eingetretene Flüssigkeit befindet sich zur 
Zeit r noch in dem Gefässe? Wie lange wird im Mittel ein 
zur Zeit t eingetretenes Flüssigkeitsteilchen in dem Gefässe 
verbleiben? Wie lange wird im Mittel ein zur Zeit t aus- 
tretendes Teilchen in dem Gefässe verweilt haben? 

a bezeichne die Anzahl der Liter, die in einer Sekunde 
zufliessen, cdt die Zahl, mit der der jeweilige Inhalt y Liter 
zu multiplizieren ist, damit sich der jeweilige Abfluss inner- 
halb des nächsten Zeitteilchens dt ergibt. 

Wenn also nach t Sekunden der Inhalt y ist, so fliessen 
im Zeitteil dt a(?^ Raumeinheiten der Flüssigkeit zu, während 
yc'dt Liter abfliessen. 

Der Zuwachs an Flüssigkeit ist: dy =: adt^- y - c - dt, 
w^oraus sich ergibt: 
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dy 



a — yc 



:= dt oder durch Integration: 



Ua — yc) ^ , 4 -, d 1 

^ ^ ' = t'\' A oder y — 



— C ' C 6^'+*^^' 

Da zur Zeit ^ = o auch y =^ o sein soll , ist o = — 
also — -: 1= a oder ^ = — 



(^^Ai ^A ^ 

Mithin hat man für den Inhalt y nach t Sekunden: 
a 1 a a «/ 1\ 

Während der Zeit von ^ bis ^-|"^^ treten ein: adt Liter. 
Diese geben im nächsten Zeitteilchen dt ab: adt- cd t Liter, 
so dass noch übrig bleiben: adt (1 — cdf) Liter. 

Diese geben wieder im nächsten Zeitteilchen dt ab: 
adt (1 — cdt)'cdt Liter, so dass wieder übrig bleiben: 
adt{l—cdt)^ Liter. 

Nach n Zeitteilchen sind von den adt Litern noch vor- 
handen: adt (1 — cdty Liter. 

Nehmen wir an, dass n - dt =: 1 ist, wobei w = ex und 
dt unendlich klein ist, so findet man für das noch Vorhan- 
dene nach einer Sekunde: 

dv =1 adtli ) zzzad^e-^ und nach r — t Sekunden: 

dv ==i adt' e-'(''-*K 
Das Integral der Differentialgleichung ist: 

a ' e^^ , . 

er ' c 

Setzt man für t den Wert o, so bestimmt sich die Con- 
stante A aus: 

= ~ r|- A und die Integralgleichung ist: 

a{e'—\) 

er ' c 

Betrachtet man das zur Zeit r noch vorhandene Volum v 
derjenigen Flüssigkeit, die zur Zeit t eintrat, als eine Funktipn 
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r= X 



von r, so 



— dr , da 



r = t 



das unbestimmte Integral / — — dr= — 

J €^ ' C 



«(^^-1)..- 



C2 



e-'"' ist, 



zu 



a^— 1) 

C2 • e'"* 




Ist j; das Mittel der Zeit, während welcher die zur Zeit t 
eingetretene Flüssigkeit im Gefässe verbleibt, so muss sein: 



c • e 



et 



c2 • e 



et 



1 



oder ^ = - , d. h. 
c 



1 



die zur Zeit t eingetretene Flüssigkeit verweilt im Mittel — Se- 

c 

künden im Gefässe. 

Da die mittlere Zeit des Verweilens im Gefässe für irgend 
eine Eintrittszeit constant ist, so hat auch die zur Zeit t aus- 

1 
tretende Flüssigkeit im Mittel — Sekunden im Gefösse verweilt. 



1886. Erste Aufgabe. 

Durch jeden Punkt der Kurve / (r, tp) i= o denke man 
sich eine Gerade gezogen, welche mit der Tangente in dem- 
selben den Constanten Winkel a bildet. 

Wie findet man den Ort der Fusspunkte P der Senk- 
rechten, die vom Coordinatenanfangspunkte zu all diesen Ge- 
raden gefällt werden können? 
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Sei M der Berührungspunkt einer Tangente, somit 
OM=r und ^ MOX = tp. 




Lassen wir den Winkel (p um den unendlich kleinen 
Winkel MOM z= dq) zu nehmen, wodurch r in OM zuzr-j-dr 
übergeht, und beschreiben um mit dem Halbmesser OM 
den Kreisbogen JfJ2, so können wir MRM* als ein bei B 
rechtwinkliges Dreieck betrachten. Es ist nun RM* =z dr, 
MB = rdq) und ^ BMW = 90»— OMT = 900 — (t— 9)), 
wobei also t der in der Figur bezeichnete Winkel der Tan- 
gente gegen die Polarachse OX ist. 

Somit ist tg BMM z= cotg (t — o)) = ^-^z=— — . 

^ iiilii rdip 




Sei Jf-N' die Gerade, die mit der Tangente in M den 
Winkel a bildet, und ist ON = q die Senkrechte von auf 
NM und 1/; der Winkel, den sie mit der Achse OX ein- 
schliesst, so ist: I. ^ = r sin (t — <p-\-a). 

Da der Punkt M der gegebenen Kurve angehört, so ist: 

n. /(r,y) = o. 

dr 
Sodann ist III. cotg (t — (f) =^ — p . 

Endlich ist IV. ip = T-\-a — 9(fi. 

Eliminiert man aus diesen 4 Gleichungen die Grössen y, 

Sailer, Aufgaben IV. 4 
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r und T, so erhält man die Polargleichung der gesuchten 
Fusspunktskurve. 

Man nimmt zuerst aus ü. den Wert von r ausgedrückt 
als Funktion m (y) und setzt ihn in HI. ein , wodurch man t 
als Funktion n (y) erhält. Setzt man den eben gefundenen 
Wert von r in IV. ein, so erhält man q> als Funktion p (ip). 

Aus der Gleichung I. erhält man dann q als Funktion 
q (q)), wenn man r durch m (y) und t durch n (qp) ersetzt, 
und wenn man endlich in der Gleichung q ^= q (q)) die Grösse 
q) durch p (ip) ersetzt, ist q = q {j>{tp)] die gesuchte Polar- 
gleichung. 




Beispiel : l\. r =^ a cos q (Kreisgleichung). 
I. p = r • sin (t — qp -f- a). 

ni. cotg {t — (p) = —. 

IV. 1/; =: xr+a — 900. 

Aus III. und U. folgt : cotg (t — cp) = = — t? o), 

^ ^^ ^^ acosq) ""^ 

also tg (900 — ir+y) — tg (1800 — y) oder 

IT = 29— 900. 

Aus IV. folgt jetzt V^ = 2^-900+0 — 900, folglich 

_ ?//+18Q0 — « 



^= 2 



I. wird: 

/V^ — « I nAA\ /1//+I8OO— a , \ 
Q = —a cos Y^^- +900J cos [--^ h«j 

. ip — a . i/^+a 
Q = — asm ^^-j- sm ^^-^ 

fit / V 

Q=^ — (cos 1// — cos a). 
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1886. Zweite Aufgabe. 

Man suche die allgemeine Gleichung der Kurven, welche 
für jede Abscisse denselben Krümmungshalbmesser besitzen 
wie die Parabel ^ = 2i>^. 

Sind X und y Abscisse imd Ordinate eines Punktes der 
gesuchten Kurve, so ist der Krümmungshalbmesser q für diesen 



v^m 



Punkt: ^2 . Der Krümmungshalbmesser der Pa- 

rabel y'^:=z^'px für jene Punkte, die die Abscisse x haben, 

2a?)3 



- f-^ 






\ 



Mithin muss sein ^^ = 1/^ ^, also 

ä^y ) V 

dx^ 
d^y _ V ^\dx) \ 

dy* dx • y^ 



oder 



(1+^2)1 (2>4-2^)f 



Das Integral ist: ,^.i = — ypiP+2x)-i-\-Äoder 

y — ± 



\p-^2x — {Ä^p-i-2x — '^p)^ 
Mmnwirdy= + f- ^— ^^^^^^-^ dx^B 

Sei ^p-\-2x=z£;, also dx:=js; d^, dann wird: 

4* 
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Aä^dz — }[p z Az r z^ dz 



r JLz^az — ypzaz . r 



~ J —p-^-iA ^z-^(\—A^)z^ 

Sei 55ur Abkürzung: |/— p+2^Vjpjßr-f(l— ^«)ii« = iJ, 
so hat man für das Integral: 

LV2 (1 - A*) 2 (1 — ^«)«J 2 (1 — ^2)8 J B "*J 

"dir , /* d« 



-^ oder I , ist, 



1 
wenn 1 — ^a>0, 



Vi — ^2* 

i \a Vp+ (1 — ^8) ^ -^ yi— ^8|/-i)+24yp*+(i^^/i»)^2l 

und wenn 1 — ^2<^o, 

— , arc sin , = — , arc sm 

Die gesuchte Gleichung wird also, wenn man die erste 
Constante A so wählt, dass 1 — -1*>>0, 
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X 



+ V 1 — ^2 y2 j^ y^yj,_|. 2a; — 2)^2 _|_ 2a; (1 — ^a)l| + B, 
und wenn 1 — -42<;o, 



y=±2 



(l_^8)a|y2^VpVi'+2a;— i)^a + 2a;(l— ^2) 
[^ V^+2S (1 — ^2) — ^2 y(^ _ 2 y^l 



Für ^z=0 wird ein p artikuläres Integral: 
y = ±{—}l^px) + B und für 5 = 
y = ±V2i>^, d. h. die Gleichung der Parabel. 



1887. Erste Aufgabe. 

Gegeben sei das System S der Kreise, welche ihre Mittel- 
punkte auf der X Achse haben und sich im Punkte x=lo^ 
y=zo berühren. Es sei die Differentialgleichung für das 
Kurvensystem 2 aufzustellen, welches das gegebene System S 

TT 

überall unter dem Winkel -j- trifft, und weiter ist durch 

Integration zu zeigen, dass das System 2 wieder aus 
Kreisen besteht. 

Das System der Kreise, die sich in berühren und ihre 
Mittelpunkte auf OX haben, ist durch die Polargleichung/ 
= r — a cos 9 = ausgedrückt, wobei der Parameter a den 
Durchmesser des jeweiligen Kreises bezeichnet. 

Die Differentialgleichung der Trajektorie ergibt sich durch 
Elimination von a aus den Gleichungen l, /=: o 
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und 



(w 



dq) dr/ dcp 

dr r(asiny + r) 

dq) asmcp — r 



-''(l^+t^*5"*--§9=''°^^^ 




Aus I. folgt : a =z , folglich wird 

^ cos qp' ^ 



r\ sincp+r) 

Vcos <p ^ ' / 



dr 
II -— = - 
dg) r 



= rcoig {q> — 45<>). 



cos 9) 



• sin 9? — r 



Durch Trennung der Variabein erhält man: 

— = d<p cotg {(f — 45®) 
und durch Integration: 

Ir = Idcp cotg (9 — 450) z= fdq) tg (1350 _ y). 

Setze 135® — (p = w, so wird dq> = — du und 

Ir = — I du- ig u = l cos w, also 

ir = Zcos(1350 — 9?) + c 
oder r = cos (135® — gp) • 6*. 

Mithin besteht die gesuchte Trajektorie aus einem Sy- 
steme von Kreisen, die sich wieder sämtlich in berühren 
und ihre Mittelpunkte auf einer Linie OT haben, welche mit 
OX den Winkel 135® bildet. 



- 55 — 

1887. Zweite Aufgabe. 

In einem gleichseitigen Dreiecke ABC ziehe man von 
den Ecken Ä und B zwei Strahlen nach den Punkten D und -F, 
welche auf den gegenüberliegenden Seiten BC und ÄC so 
angenommen sind, dass BD = AF ist. Beide Strahlen schnei- 
den sich in einem Punkte G. Bei welcher Lage der Punkte 
D und F ist der Inhalt des Dreiecks DFG ein Maximum? 




Bezeichnet man AB mit a, BD und AF mit x, so ist 
/\ABF=i.axsm60^ 
A AFD = Ix • {a — x) sin 60». 

Also A ^^J^ - A ^^D oder 

I. A ^i^ö — A J^G^^ = i^^ sin 600. 

Aber H. /\ABG : /\FGD = a^ : {a^xf. 

Aus I. und IL folgt: A^^^ = i ^3 • ^(^~^)^ 

Die Fläche dieses Dreiecks wird ein Maximum oder Mi- 
nimum, wenn 

(a — xf — 2x(a — x) . x(a — x)^ .. ^ , 

^^ ^— ^^ + 777 f« := ist, d. h. wenn 

^a—x ' {2a — x)^ ' 

1) a — x = 0, also rr = a, _ 

2) (a— 3:c) (2a— ir)+a?(a— ;r)=o, also^ = | (3a ±ay 5). 

Mit Hilfe des zweiten Diflferentialquotienten überzeugt 
man sich , dass für x = a die Fläche ein Minimum wird, 

während die Werte x = i (3a±ay5) je einem Maximum 
entsprechen. Aus Figur 19 ist das Verhalten der Fläche A 
ersichtlich, wenn x von — oo bis -|- oo wächst. 

Nimmt x zu von — oo bis | (3 a — a V 5), so wächst A 

von -00 bis ia2(5VT5-llV3). 

Wächst dann a: bis ^ = a, so nimmt A wieder ab bis o. 
Wächst X von a bis 2a, so nimmt A zu von o bis oo. 
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Wächst X weiter von 2 a bis i « (3 + V 5), so wächst /\ von 

— 00 bis — ^a^ (11 V34-5V15). Nimmt dann x noch weiter 
zu, so nimmt A 21b bis — oc. 




Nimmt man keine Rücksicht auf das Zeichen von l\, 
so wären obige Zeilen durch folgende zu ersetzen : 

A wird 00 gross für 0?= — 00, füra;=2a undÄ;=-|- ^• 
Innerhalb des Dreiecks ABC wird A ^i^ grössten für a? = | 

(3a — ayS). Für positive a?, die grösser als 2a sind, wird 

A absolut genommen am kleinsten für x =1 ^{^a-\-a ^5). 



1887. Dritte Aufgabe. 



Welchem Grenzwerte nähert sich 
der Null nähert? 



m--. 



wenn sich x 



Man schreibt für 



wf 



den Wert e 



m-. 



und unter- 



sucht, welchen Wert der Exponent annimmt, wenn man für x 
den Wert setzt. 



(^1 



l - ' 

— r— bekömmt für xz=z den Wert — 
x^ 



denn 



tg^ 



X 
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wird für xz=: o zu — x—, also zu 1 und l\ =i o, also wird 

Li — f. 
o' 

Differenziert man Zähler und Nenner nach x^ so kömmt: 



^r_*?^ . _L_] 

tg ^ L x'^ ^ X cos^ x\ X — si 



sm X cos X 



^x 2 a;8 sin o; cos a? o' 

Man differenziert also Zähler und Nenner noch einmal 
nach X und findet 

1— [ — sin2 a; -(- cos2 ip] 1 — cos 2a; o 

0^2 cos ^x ' S-^-ix ' sin 2a? 2a;2cos2iF-|-4^ sin2ir o* 

Nach nochmaliger Differentiation kömmt: 

sin 2a; o , ,,. , 

= — und endlich 



&x cos2a; — 2rr2 sin2a;-|-2 sin 2a; o 

2 cos 2a; 



— 6a;-sin2a;-2 + 6cos2a; — [2a;acos2a;-2 + 4a;sin2a;] + 4cos2a; 

= ^ für o; =: 0. 

Mithin wird die gesuchte Grenze ^, 



1888. Erste Aufgabe. 
Gegeben ist die Differentialgleichung: 

Man soll für x die Grösse t als unabhängige Variable 
einführen , welche an x durch die Gleichung o; = cos ^ ge- 
bunden ist. Diese so transformierte Gleichung ist zu integrieren. 

d X d^ X 

Aus o; zz: cos ^ folgt -^= — sin t und -rj^ = — cos t. 

Wir haben y als Funktion von x, und da x eine Funk- 
tion von t ist, wird auch t/ eine Funktion von t Also ist: 

dy dy 

dy dy dx ^ , . dy dt . dt 

jt = 3- • -Ti, woraus folgt : -j- = -j— , also =: t—t- 

dt dx dt ® dx dx' — sm^ 

Tt 
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Differenziert man die Gleichung neuerdings nach t, wobei 

man dt als constant betrachtet und zu erwägen hat, dass die 

dy 
linker Hand stehende Grösse^ eine Funktion von x ist, so 

ax 

erhält man: 

dx d^y dy d^x 

d^y dx 'dl"d^~Tt'~d^ 

d^^'Tt = iTO ' ^^"^"' ''""^ "^^^ = 

\dt) 

dx d^y dy d^x . d^y dy 

d^y^ dt'M''Tt"d ^_ ^~^''^^^'d^~di^^''^^^^ 

dx*^ /da;V — sin^^ 



/dx\ 
\dt) 



Setzt man diese Werte in der gegebenen Gleichung ein, 

so kömmt: 

. ^ d^y ^dy ^ dy 

sm t ' 3— — cos ^ ^ cos < • -3^ 
. «. dt^ dt , dt , ^ 

sin2 1 ' —- ^— \-n^yz=o 

sm^t ' sm^ 

d^y 
oder ^-|-w2y = 0. 

dy 
Setzt man statt -^ den Wert y', so ist 

^__dy^_dy^ dy _ , dy^ , 
dt^~ dt~ dy' dt~^ ' dy'^^^ 
.äy' 

y-dy = -''^y 

oder y'dy* z=z — n^ydy. Mithin wird das erste Integral: 

y*^ = — n2y2 -f 2 a 

Aus y' = ± ysC— n^y^ oder 

dy I 

^ = ± V2 C — n2y2 fQigi^ dann durch Trennung der Variabein: 

dy 

— ; _ --^ = a^ und durch Integration: 

+ V2C— w2^2 ^ 

^ = + — arc sin ( V • , ) + D. 
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1888. Zweite Aufgabe. 

Gegeben ist die Kurve y=:f{x). Wie bestimmt man 
alle Kurven y =z ip {x) mit der Eigenschaft , dass die Ent- 
fernung der Punkte, in welchen die Tangenten der beiden 
Kurven in Punkten mit derselben Abscisse der X Achse be- 
gegnen, beständig gleich einer Constanten a ist? 



:^ 




/«/ 



Die Subtangente für den Punkt Jf der Kurve/ (a;) ist 



Diejenige für den Punkt M^ der gesuchten Kurve ist 



m_ 
dm' 

dx 

xpix)_ 

dip{x)' 



dx 

Nach Aufgabe muss also sein : , . \ . zu: + a + j^/. . 
^ dip{x) ~ ' df{x) 



oder 



äfjx) 
dx 



dip{x) 

dx 

ip{x) ~ , df{x) , ., . 



dx 



' Daraus folgt : 



dx 



dip{x) 



dx 



dx 



df (x) . . . . 



u. durch Integration : 



[xf^(x)] = f- 



dx 



df{x)J^f{x) 



dx-^ c 



dx 



oder xp {x)=:e 
gäbe gelöst ist. 



+/ 
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dfjx) 
dx 



—dx 



df (x) 
± a "^ + / {x\ wodurch die Auf- 



d f (x^ 
Schreibt man statt — ^~A-^ den Wert / {x) , so erhält 

CT X 



die Gleichung die Form: 

. C f jx ) 



x = ip (x)=ze 



1889. Erste Aufgabe. 

Man soll die Funktion y = x^ discutieren, und zwar: 
a) für reelle positive Werte von x (Verhalten an der Nullstelle, 
Maxima oder Minima, Concavität oder Convexität); b) fiir 
negative und rein imaginäre x. 




Für x=zo erhält oc^ die Form o"". Um den wahren Wert 
zu finden, schreibt man statt ^ den Ausdruck e*^* und unter- 
sucht den Wert des Exponenten xlx für xz=o. Letzterer 

ist — r- und wird für ^r z= o zu 



X 



00 • 
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1 



Der wahre Wert wird dann r- = — a; = o. 

1 

Folglich wird a^ für ^ = o zu e* oder 1 . 

Von einem Maximum kann bei der Funktion y=:^'' 
keine Rede sein. Um das Minimum zu finden, setze man 

wieder y=:e*'*; dann wird V^ = « (Z5;~j-l) = o. 

Cv 3C 

Da 6*^* nicht o sein kann, hat man Ix-^X-zno zu 

1 
setzen , woraus Ixzzn — 1 und x = er-^ oder x=z — folgt. 

Das Minimum der Funktion ist also y = l — I 

Aus y = a^ ergibt sich -^-=zx' x'^'^-^x^ lx=x^ (l-\-lx). 

Ob X 

Ferner ^ = ^(l + ?^)a+^'-\ 

Dieser Ausdruck bleibt positiv für jeden positiven Wert 
von 0?, also wendet die Gurve stets ihre convexe Seite der X 
Achse zu. 

Für negative x ermangelt die Funktion y=ixf^ der Stetig- 

1 1 

keit. Für x=z — wird sie öZm, also eine negative Grösse. 

1 1 1 

Für x=i — wird sie rnz, also imaginär , für x=z — — 

4 y^i 3 

1 
wird sie wieder negativ reell , für a; =z ^ imaginär , für 

« 

1 
x:=i — 1 wird sie — 1 , für ^ = — 2 aber -j" i ^'^o positiv 

reell u. s, w. 

^ wird für x=zi reell, aber vieldeutig. 
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Denn aus e** = cos a? -|- i sin x folgt, wenn man an die 
Stelle von x : x-\-2r7t setzt, (r eine positive oder n^ative 
ganze Zahl). 

g(a; + 2rff)t ---. ^^g x -\- i sin X' . Nimmt man statt a? den 

Wert -y, so ergibt sich: 

^j(4r4.i)7n--_y — j oder, wenn man links und rechts mit 
i potenziert, i^ zzze—i^^'"^^^". 

Man hat daher für i' unendlich viele reelle Werte, deren 
einfachster erhalten wird, wenn man für r den Wert o setzt, 



n 



SO dass sich ergibt: V = e ^ 

(at)«* wird a«» • (i^" = ^^"* e-i(^'" + i)^o^ also imaginär (un- 
endlich viele Werte). 

1889. Zweite Aufgabe. 

Welches ist die allgemeine Lösung der linearen Differen- 
tialgleichung : 

und wie findet man diejenige Lösung, für welche y = a» 

d y 

-^=1, dem Werte x^=lo entspricht? 

Qi X 

Bezeichnen in der Gleichung zweiter Ordnung: 

P und Q Constante und V eine Funktion von x^ und 
sind p' und p'* die Wurzeln der Gleichung jp2+Pi>+ Q=o, 
so wird der allgemeine Ausdruck für y: y = Ä* e^^-[-4"c^"% 
wobei Ä' und iL" Funktionen von x sind und den Gleichungen: 

-T— • e^ +— = — e^ zzro und 
dx ' dx 

11. (A jA. 1 tt* X I d A. v'* X TT- 

-^V €r + -^^ • p^' e^ = r genügen müssen. 
Aus beiden Gleichungen folgt: 

— — ; 77, also -A. — 

X p'—p'*' p* — p** 
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n AU TT - a*' A- fdxV'e-p"'' 

-3— = -r, i, also A** = ^ , wo a' und a-* 

dx p'* — p* p — p* 

zwei willkürliche Gonstante sind. 

Das gesuchte Integral ist also: 



V = 



{a'-\- Tda^F- e-^^)eP'* — (a^-f TdiP F- e-^'*)c^* 



jt 



p' —p' 

Wenn aber wie in unserem Falle die Wurzeln der 
Gleichung p^ -|~ ^P + ö = ^ einander gleich sind , so ver- 
wandelt sich obiger Ausdruck für y in — . 

Man findet also seinen wahren Wert, wenn man Zähler 
und Nenner in Bezug aufi?" differenziert und sodann jp" =p' 
setzt, wodurch man erhält: 



y 



=z — (j dx'X' Ve-p'"^) eP'"^ + {a*' -f- fdx V- e-^"'') xeP'''. 



Da die unteren Grenzen der Integrale willkürlich bleiben, 
so kann man im ersten Gliede die Constante a' wieder her- 
stellen und schreiben: 

y = (a*— j dx'xV' e^p'"") e^"^ + (a** -\- l dxV- e-p"'') x e?'*. 

Aus jp2 — 2i)+ ! = <> folgt p'=p** = l und F=ie*cosir, 
also wird die Gleichung: 

y = (a* — / {x'e'cosX'e-')dx'&' -\-{a**-\- 1 dxe^ cosxe-'')xe^, 

y =i[a* — (x sin ;r — 1 cos xdx)] e -f- (a" + sin x) xe^, 

y =:z e^-\a* '\-smx-\-a'' x']. 

Für X =. soll in der speziellen Lösung y ^= a sein, 
folglich muss 

I. a =: a* sein. 

Aus der allgemeinen Gleichung folgt: 

-^ z= e^ [^a* -^ sin X -}- a*' X -{- cos X -\- a"]. 

Cv X 
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dy 
Da aber für x = o j- = 1 sein soll, muss auch sein: 

\ =.a* -\-\-\-a** oder II. a*-\-a**=io, und da, wie schon 
gezeigt für diesen Fall auch a* := a ist, a" == — a. 

Die gesuchte spezielle Lösung ist also y =:e* (a-j-sina?— aa;). 



1890. Erste Aufgabe. 
Die Reihe 2 » . -7 ist zu summieren. 



j; = 0' 



Aus der Summationsformel 2f(x) ^=7— \f{x)dx 

erhält man für ^.x =z 1 

1 Foinr/ W 



Hier ist: f{x) = ^^-^^, J ^m = arctga;+ 6\ 
/■IC ^— 2a; , _ 6a:2— 2 24^(l-a;2) 

/iv /^N _ 24(1-10^+5^ 240(-3^^-3H:iO^) 

^ ^''~ (x-2+l)6 '-^ ^^~ (a;8 + I)« 

X = X 1 

Also wird : -I/(^) = C+ arc tg ic + 1 • — 



x=so 



^ j x{l—x^) —3x^ — 3x-{-10x^ 

Für iT = 10 haben die auf das letzte der angeschriebenen 
Glieder folgenden keinen Einfluss mehr auf die 7. Dezimale. 

Für iczzi 10 findet man durch direkte Berechnung: 
1 1 11111111.1 



1 ' 1 + 1 ' 5 ' 10 ' 17 ' 26 ' 37 ' 50 ' 65 ' 82 ' 101 

= 1,9817927. 



65 



x = 10 1 1 1 10 1 

Aber 2f(x) = 0+ arc lg 1 + — • -^ --^ - 



^=(f ' ' ' " ' 2 101 6 101« 30 

10(1-100) . 1 —3 • 1000 00 — 30 + 1 0000 

101* "^126' 101« " 

^ , ?r , 1 , l" 1 1 10 33 1 

= ^+ ^ — arc tg — + -5- • - - — - 



2 " 10 ' 2 101 6 1012 1014 126 

290030 
101« ' 

und da arc tg ^^ auf 7 Dezimalen =±-1.^ + 1 

^ * = 0,0996687 ist, so kömmt 



100000 7 10000000 
2f{x)= C-j- 1,5707963—0,0996687+0,0049505—0,0001634 

+ 0,0000003 — 0,0000000 
= C+ 1,4709645. 

Mithin ist C+ 1,4709645 = 1,9817927, also 

0=0,5108282, 

und für iT/ (x) ergibt sich + arc tg oo = 0,5108282 + ^ 
= 0,5108282 + 1,5707963 = 2,0816245. 



1890. Zweite Aufgabe. 



a 



soll nach dem Parameter diflferen- 

X -\-a 
1 

a 

ziert werden. 

— — — z=z f (x, a), 

x-j-a 



a 



SO hat man / — j — =/ (a, a)—f\ — , a), somit 

J X'\'a \a / 



a 
Sailer, Aufgaben IV. 
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d/{a,a) df{a^a\ da 
da da da 



./(i. .) ./(i .) . -> 



da da da ' 

Es ist aber — 3-^ — 3 der Dififerentialquotient 

da da 

uns^es Int^;rals, nach a gaiommen, als ob die Grenzen — 

a 

und a von dieser Grösse unabhängig wären. 

_.. .,d/(a,«) ''41'") ß^. 

Mithin ist -^^^-'— ^ 3 =*{ — V-! — dar. 

da da _ da 

a 

Weil ferner ^ — — i — , so ist: 

rf/ («, «) e«» , "^A"^^ V a-e .... , 

— :? ^ = s-und -^ =1 folghch: 

da 2 a da a»+l 

, fe^'dx 

J^ + o e«- ^J^ 

ä 1 x-\-a , I ^"^ ®^ ? 

dö —j' ~~d^~' '^'^¥ä~c^+l~da 



a 



r/^"' • ^ ^""^ \ /7 j_ ^ _L ^ 



£ 
« 



statt / — i — dx kann man setzen: 



x-^-a a 
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*^'dx X 6«* 



Also ist / — j — Ax— I 

— 2 / 7— i— '\i^^= — i — • h2- — r 2a/ — ; — dx, 



und der Diflfepentialquotient wird: 



a a-f- 1 y iT-f-a 



1890. Dritte Aufgabe. 

Die Dififerentialgleichung: ^+2^_g-|-y_xzz=o 

soll so transformiert werden, dass y als unabhängige Veränder- 
liche und X als Funktion von y erscheint. 

dy 1 

I. Statt 3^ ist -3— zu setzen. 
ax ax 

dy 

Femer folgt aus der Gleichung: 

dy 1 

-j-=z-=— wenn man links und rechts nach y differenziert 

ax dx^ ^ 

dy 

dy 
und bedenkt, dass links -^ eine Funktion von x ist und dass 

dx 
rechts eine Funktion von j- nach y differenziert werden muss : 

dy 

d^y dx 1 d^x , . . 

5^ ' dy ~ ~ Td^'dy^' ^^^^ 

\dy) 

d^x 

11 ^ = _ ^' 



dx^ /dxy ' 

Differenziert man die letzte Gleichung noch einmal nach y, 
so ergibt sich: 

5* 
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d^y dx_ dy^ /dx^ d^x dy^ 

d^ ' dy~ idj^ ' ' \dy/ ' dy^ ~ 7dö^' 
\dy) \d~y) 

/d2^\2 d^x dx 

also,stIIL^= jj^^ . 

\dy) 

Setzt man die 3 Werte aus 1., II., III. in der gegebenen 
Gleichung ein, so findet sich: 

^Vd?/ ~d^^d^~'^dy^\d^f ""w +^^~^Hd^;— ^• 



1891. Erste Aufgabe. 

Man bestimme das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung : 

Diskutiere das entstehende Kurvensystem und bestimme 
etwa vorhandene singulare Lösungen. 

Die gegebene Differentialgleichung lässt sich auf folgende 
Form bringen: 

'['+(£)'] • .. 

X = j oder, wenn man 3- mit p bezeichnet, 

''dx 

^ = ^^-^ '-^^ . Differenziert man die Gleichung nach x^ so 

erhält man: 

^y[i±p^ ^y^l±P^ 

1 = ?^_ . ^^ + ?:^_ . ^ oder 

dy dx ' dp dx 
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dl) 

p -p8 — y (jp2_ 1) ^^ also 

dy dp 

-^ = und durch Integration 

y p 

ly z=z — lp-\~ A 
oder ü = — . 

y 

Eliminiert iüru p aus der letzten Gleichung und aus 

y (1 _)_|)2) 

X zzz ^^ ^ so erhält man das allgemeine Integral : 

y^ = ^e'^x — e^^. 

Dasselbe stellt eine Schaar von Parabeln dar, die alle 
die X Achse gemeinsam haben. 

Eliminiert man A aus der Integralgleichung und aus der- 
jenigen Gleichung, die dusrch Differentiation der ersteren 
nach der Constanten A erhalten wird, so bekömmt man die 
Gleichung der alle Parabeln einhüllenden Kurve, d. h. das 
singulare Integral. . 

Aus — 2e^a;-|-eH 2 = o folgt: e^=ic, 
also y^:=^^x'^ — x^z=z x^^ also ist y = + a; die singulare Lösung^ 
d. h. sämtliche durch das allgemeine Integral dargestellten 
Parabeln werden von den Linien, welche die Achsenwinkel 
halbieren, berührt. 

1891. Zweite Aufgabe. 
Man berechne das Volumen zwischen dem Paraboloide 

x^ , y^ 
dem Gylinder-2 + p=l 

und der Ebene xy. 

Der Gylinder, dessen Grundfläche die in der X Y Ebene 

^2 4i2 

liegende Ellipse — + p — ^ ^^^ ' ^^^^^ ^^" ^^'^ durch die 

Vß /p2 _L Q% 4i2 

Gleichung ^ = ^ bestimmten Fläche des Paraboloids 

geschnitten. Man kann das Cylindervolum als Summe einer 
unendlich grossen Menge prismatischer Volutnelemente ai>sehen, 
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von denen irgend eines den Inhalt zdx dy hat, falls man sich 
die Cylinderbasis in unendlich kleine Rechtecke zerlegt denkt, 
deren Seiten parallel zu den Achsen der X und T liegen. 

Deshalb ist das gesuchte Volum ^^= 1 \- ' äxdy, 

wobei die Cylinderbasis den Integrationsbereich für x und y 
bildet. Da z innerhalb des ganzen Bereiches positiv bleibt, 
ist dann auch V positiv. 

Die Grenzen sind ^o = — <* und X = -|- a 

Man integriert zuerst in Bezug auf y innerhalb der be- 
stimmten Grenzen, in dem man x als constant betrachtet, 
und dann aufs Neue in Bezug auf x innerhalb der bestimmten 
Grenzen imd hat das verlangte ^olum. 



h 



V-©' 



[k. — "y^ dy wird, da das unbestimmte Integral 

"•" 6 ~ 6 ' 



3^2 a;2 -^ g2 ft2 ^1 _ (^nl 

— a;2 ya2_a;2 • ''L^« ^ » % \ _,_ y^a _a;8 «^JL. 
Aber das unbestimmte Integral is^'^a^ — m^ Ax . 

~ ^^^8 '""8'J Vtt2-^8 

Mithin wird das ganze unbestimmte zweite Integral: 
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ra2x-2^ .-^-—^ a* r dx -| ft[3o^j>'-g«?>«J ' 
L — 8 "^ "^ Sjy^ZI^J 3a8 

^sala''" " ^ 2 7 V^ä^irii J 

oder: V^-:^K^-^^V H3««i>^-g''fe''] , g«fen 
' L —8 3a8 ^3aJ 

Da das letzte Integral = arc sin ^j— ^ =: arc sin — ist, 
erhält man, zu den Grenzen — a und a übergehend : 

12 "" 4 ' ^' 



1892. Erste Aufgabe. 

Welches ist die Gleichung der Rotationsflächen um die 
^Achse, für welche das Produkt der beiden Kauptkrümmungs- 
radien an jeder Stelle gleich ist dem Radius des zugehörigen 
Parallelkreises? 

Die beiden Hauptkrümmungshalbmesser in irgend einem 
Punkte einer Rotationsfläche, deren Achse Z ist, sind der 
Krümmungshalbmesser des Meridians und das von der Achse 
begrenzte Stück der Normalen. 

Ersterer ist p = ± -^ , letzteres = + yV \ -f-i ;p) » 

du d^y 

wobei ^ und -5-^ die Diflferentialquotienten sind, die sich 

aus der Gleichung des Meridians bezogen auf die Umdrehungs- 
achse Z und eine auf dieser senkrecht stehende Achse Y er- 
geben. 

Das Produkt der Halbmesser soll der Aufgabe gemäss 
gleich dem Radius y des Parallelkreises sein, oder genauer 
gleich dem Produkte aus dem Radius y und der Längenein- 
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heit l. Mithin hat man für den Meridian die Differential- 
gleichung : 

d y\aif 



b+mi 



I 



}/i+(^)*= 



' y ' 1/1 + 1^) = y ' 1 oder 



• [l +(lfy] -17r B^^^'^hnet y' den Wert |^^ 
so kann man diese Gleichung folgendennassen schreiben: 
^ = [1 + «/"»? oder ^-^^^=d'', woraus folgt: 

— f ^y' \ y' ^ f äy- _\ r dy' 

J l + y'2^2(lH-y'2) 2 j l+y'2~ 2J l + ya 

+ 2(rTl^ ''^'' 

II. * = 1 arc <s- y' + ^' 



2 ^ ' I 2(i^y.2)- 

Aber ^_-^_^ . äy_dy^ 
d^ä d^r dy de dy 

Mithin kann man die Gleichung I auch schreiben: 

du' 

y' -j-=:[\-\-y'^Y. Daraus folgt durch Trennung der 



Variabein : 



[i+y'2f 



dy' = dy und durch Integration: 



^■y=-fli^'^+^ 

Durch Elimination von y* aus den Gleichungen 11 und HI 
ergibt sich dann die gesuchte Gleichung des Meridians: 

Aus III. folgt y^ — ± y ^ 7( J — ")^^ ' ^'^^ kömmt: 
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^=ijarc tg (± |/L_^^)) + V2 [1-2 (D-y)] {D=-yi^fC. 

Schreibt man schliesslich statt y den Wert + yx^-^-y^, 
so erhält man die Gleichung der gesuchten Rotationsflächen: 



^ = i' 



/ ^l/ l-2(i) + V^2 + yg)\ 



2 (D + VaJa -4- yä) 
± V 2 [1 - 2 (i) + V^^Ml^)] (D + V^qi^a)} + C.^ 

1893. Zweite Aufgabe. 
Man untersuche den Verlauf der Kurve : o = 2 • . 

^ cos (0 

Dieselbe besitzt eine Asymptote. Man berechne den 
Inhalt der zwischen Asymptote und Kurve liegenden Fläche. 




Für (0 = wird p = o, d. h. die Kurve geht durch den 
Pol 0. Lässt man (o wachsen, so wird q grösser, bis es für 
(o =3 20^ zu 00 wird. Wird o) grösser als 90<>, so wird q 
negativ und nimmt (absolut genommen) ab von oo bis o, welch' 
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letzten Wert es bei co = 180<^ erreicht. Es entsteht ein Ast 
im vierten Quadranten, der demjenigen im ersten kongruent 
und bezüglich der Achse symmetrisch ist. 

Für Werte von o) zwischen 180® und 270*^ wird q ne- 
gativ, woraus man ersieht, dass für solche Werte von (o die 
Kurve im ersten Quadranten noch einmal entsteht. 

Für Werte von (o zwischen 270® und 360® entsteht wieder 
die Kurve im 4. Quadranten. 

Um den Abstand der Asymptote vom Pole zu finden, 
bedenke man, dass der Radiusvektor des Berührungspunktes 
zu der Asymptote parallel sein muss und somit die Polar- 
subtangente füT Q = CO sich einer bestimmten endlichen Grenze 
nähern muss, welche den Abstand der Asymptote vom Pole 
ausdrückt. 

d iA 
Die Polarsubtangente hat die Formel : q^ -j-. 

-, dp 2 sin^ 0) sin cü ^^ 4sincüC0sa) 

ADer -j — - r -|— 

do) COS^ 6> cos CO 

2 sin 0) (sin2 o) + 2 cos^ w) 

cos^w 
, ^ d(j} 4sin*ö> COSTCO o ^.. n 

und 02, := . ^ :::3_ fm» ^ -— 

^ dQ cos^o 2 smft)(l + cos2ü>) o 2 

Dividiert man aber Zähler und Nenner durch cos^w, 

SO erhält man 

2sin3a> n 

T-n 5—, und dies gibt für (o =^ -^ 

l-j-cos^co 2 

2 

— = 2 
1 ^• 

Der Abstand des Poles von der Asymptote ist also ä, 
und da die Asymptote mit der Senkrechten zur Polarachse im 
Pole parallel ist, sieht man, dass sie im Abstände 2 vom Pole 
auf der Polarachse senkrecht steht. 

Nimmt man den Pol zum Ursprünge eines rechtwinkügen 
Systems, dess^i X Achse mit der Polarachse zusammenfällt, 
so gelten die Gleichungen: 

X =z Q cos (o und i^ = 9 sin a>. 
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also tg ö> = — und p« = a;2 -[- y2^ u^d die Gleichung der Kurve 
geht über in: x^'\-xy^=z %yK 

Aus dieser Gleichung folgt für irgend einen Punkt der Kurve : 

dy dx yg+3^^ , .. , 

Tx = -Jr'"^¥W^) ™^ ^"' ^ ^nd y = ^ 
dy 

dy_o^ 

dx o' 

Der wahre Wert des Ausdruckes muss der Gleichung 
genügen: 

dy dx ^^ dx 



dx d(^y(^—x)) ^ , ^,^ .dy 

— öl ^ "T~ 



, woraus folgt: 



dx — 2 — a; ' 2 — a;* 

dti 
Für ;r = und y = o wird also ^ = ±o, ebenso die 

Quadratwurzel, d. h. der Anfangspunkt des Systems ist ein 
Rückkehrpunkt der Kurve und letztere berührt in ihm die 
X Achse. 

Um die Fläche zu finden, die zwischen der Kurve und 
der Asymptote liegt, löst man die Gleichung der Kurve, be- 
zogen auf das rechtwinklige System, nach y auf, wodurch sich 

ergibt y = ± ^ 1/ 5 » und berechnet das Integral 

Das unbestimmte Integral ist 

f arc cos (1 — ^) — i (3 + a) i^x-^x^. 
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Mithin wird die gesuchte Fläche: 
^J xy-^—dx = 3arccos(~l) 



3 ;r. 



x = o 



1893. Erste Aufgabe. 

Es ist die Gleichung der Ellipse ~2 "h fa ^^ ^ gegeben. 

Was wird aus der Gleichung der Kurve, wenn man statt der 
Coordinaten x^ y eines Punktes M der Kurve den Radiusvektor 
r von einem gegebenen Pole aus gerechnet und die Länge 
des Lotes u von demselben Pole auf die Tangente im Punkte 
M gefällt, einführt? 

Der Punkt soll in einen Brennpunkt verlegt werden. 




In Folgendem bedeuten | und ri die Coordinaten des 
Ellipsenpunktes -M", wobei die Achsen des Systems mit den 
Ellipsenachsen zusammenfallen. 

Setzt man ^ FTM = t\ so ist FK= FT sin i:* (I). 

Nun folgt aus der Gleichung der Tangente y — i? — 



r2«,2 



~2~ (^ — ?)» wenn man für y den Wert o setzt: ^(. :=x—^, 



wobei X die Abscisse des Punktes T wird. 
Also ist die Subtangente x- 



^ = PT = ^^ 



a2— ^2 



Dann ist OT 

= j-c (JI). . 



a2 



b^ 



PT-f|=^ und FT=OT 



OF 
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Aus I. und n. folgt: UI. FK=(^ — cj smt'. 

Bezeichnet t den Nebenwinkel von t', den die Tangente 
mit der X Achse bildet, so ist sin t' = 



yi+tg2r' 
\gT a^r] _ 6a| 






also aus in. FK oder « = l-r- — c) • -r-^ 

ya4^2_jLj4|2 

Nun ist V. FM^ oder ra = i^a _j_ (<. _ ^)2, und da i und 
tj auf der Ellipse liegen müssen, 
VI. 6a^2_|_a2^2 = aaja. 

Eliminiert man aus IV., V. und VI. | und tj, so ist die 
Aufgabe gelöst. 

Aus V. und VI. folgt : § = + — . Da ^ immei' 

c c 

kleiner ist als — , so muss bei stets positivem r rechts immer 
das negative Zeichen genommen werden, also hat man 
i; = -^^ '- und ^^ =:— {a — rf und ^2 — r^—l \ . 

Dann wird 
^ ^ b^{a^^a{a-r)) 

ab^cr br 



V— a462(y2_^ft2_2ötr) + a264(a — r)2 yr(2a~r) 

2a — r 



oder 



IML Zweite Aufgabe. 
i^ änd die beiden bestimmten iDtegraie auszuwerten: 

r", = / f •*■ ' cos (j- — cos x) rfl, 

Cf=:j <•" 'an (r — cos x) dx. 

Ibn ~i>ihe zu«r^ das onbestinimle Integral 

j e'~" eos \x — eosx)ix. 
Setse an J^jr. 
also cos X = II — v^mid rfx= — — = ■ —-— 

Dann eriüit i 

Dk kütie Int. 
pratAio dar."* Teüe 

^r' <wl I — y* J.» 

= *' oce 
t^ ' ■ cos 

IL-.hx wird d 



1 tedet: 
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fe'{y cos Vi — y« — sin Vi — y2 "iVt— y') ^--^ 

•^ VI — »^ -^ 

Behandelt man das erste Integral mittelst der M ethode 

V ' cos V 1 V^ 

der Integration durch Teile, indem man e* und — — 7=z=r— 

als Faktoren auffasst, so kömmt; 

— et-sm fr^^-^- je' fC^'^d^— je^iV-^^dy 

= — e» sin Vi— yä_ ^ ^^ 

Das unbestimmte Integral wird also — e**" ' sin Vi — sin* x 

= — e"*'' sin (cos x) und CTj = / e''» ^ sin (j:— cos x) dr, 

Üa n ■ / ?I \ 1 j. - ( , 

= — e j s'n 1 cos -^1 -j- e«° - sm (cos o) 
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1898. Zweite Aufgabe. 

I 

Es sind die beiden bestimmten Integrale auszuwerten: 



V,=fe' 



n 

sin X 



COS {x — COS 00) dx^ 



o 
n 



U2= I «■"* * sin (x — cos x) dx. 

Man suche zuerst das unbestimmte Integral 

I ßsin X ^Qg ^j — ^>Qg 2?) dx. 

Setze sin ^ = y, 

/ — - — , äy dy 

also cos a: = y 1 — ys und dx = — ^— zzi-— =^ 



/• 



cos« yi y2' 

Dann erhält man : 

g» Vi — y^ • cos Vi — y8 + y • sin VT^^^ ^ 

Vr=^? 

^/.^•cosVr-^^y+/"^^^-.^- dy. 

Das letzte Integral wird mittelst der Methode der Inte- 
gration durch Teile behandelt, wodurch sich ergibt 

ley cosVl —^dy-\-ey cos f\—y^-^ f^^ cos yi — yMy 
t=z:6'' COS y r — y^ und durch Restitution: 

^sin X . (>Qg yj _ sijj2 ir =z e*^ ^ cos (cos ä:). 

Mithin wu'd das bestimmte Integral: 



n 

^ 



g8in* ^jQg ^^ — ^Qg ;x;) diczuc 2 cos ( cos ^1 — e«*"**cos(i) 

=ir e — cos (1) = e — cos ttttt^fi u- s. w. 

o,141oV7 

Beim zweiten Integral ü^ setzt man wieder sin a? = y 
und findet: 
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fe» (y cos VT^ y* — sin Vi — y« •, Vi — y«)-=lr=- 

Behandelt man das erste Integral mittelst der M ethode 

y ' cos VI — v^ 
der hitegration durch Teile, indem man e» und - — , ! " 

als Faktoren auffasst, so kömmt; 

— e» • sin Vi —y^ + / ^^ Vi —^dy— f ey^V-^^dy 

= — e9 sin Vi— y^- 
Das unbestimmte Integral wird also — c*^ ^ sin Vi — sin^ x 



n 

Y 



— — 6"** ' sin (cos x) und U2= f e*^^ ^ sin {x — cos x) dx 

o 
•in n * i ^11 ^« ^ • / \ 

= — e y sm Icos -ä"/ + ^ sm (cos o) 
= — e sin -|- e sin (1) = e sin ^ j^kq u. s. w. 
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IL Analytische und synthetische Geometrie. 

1873. Erste Aufgabe. 

Wenn / {x, y) = o die rationale Gleichung eines Kegel- 
schnittes ist und a und b die Coordinaten seines Mittelpunktes 
bedeuten, so soll die Gleichung des Linienpaares abgeleitet 
werden : 
(.X — a) (y — h) 

Schnittes liegen. 

(Rechtwinkliges Coordinatensystem vorausgesetzt.) 

Setzt man in der allgemeinen Gleichung eines Kegel- 
schnittes 

I. / (^» ^) = aii^'2 + 2^12^2/ + «222/^ + 2ai8ir + 2 
-f-a33ii=o für X und y beziehungsweise die Werte x 
y-\-h^ so erhält man 



= 0, in welchem die Achsen des Kegel- 



a und 



«11 ^2 4- 2 ai2 iP y + a22 y2 -^ 2 (an a + ai2 6 + ^s) ^ 
-|- 2 (ai2 a + 022 i» +«23)2/ H-aiia2+2ai2a6+ 032*2 -f 2ai3a 

+ 2a23 6-fa33 = 0. 
Wählt man nun a und 6 so, dass a^ 0+0126+018=0 
und o, 2 o -f- 02a 6 -|- O23 = wird, 
dass also a = ?2|?^i3zi «i2_^ ^^^ ^ ^ ^^ 023-012 018 ^^ j^^ 

o 12 — Ol 1 O22 0^12 — Oll O22 

die Kegelschnittgleichung über in II. <hi'^^ -{- ^(^12^!/ -T <^22y^ 
-\-A=o, wobei A das Resultat der Substitution von oundft 
für X und y in der linken Seite von I. ist. 

Geht man vom neuen System über auf Polarcoordinaten, 
indem man für x und y beziehungsweise die Werte q cos 
und Q sin setzt, so ergibt sich: 

m. Ong^ cos2e-|-2oi2g^sinQcose -f 022 g^sin2Q+ ^=o 

oder Q = ±]/ ^rrVü) ^~~f, 7^\ ^"tt^» ^'^^ 

f Oji cos2 -|- 2 012 sm cos + O22 sm^ 

hat der Punkt, dessen Coordinaten im ursprünglichen System 

^. ^ ^ ^ 022 0i3-Oi2 ^ ^^ y = b= ^11 «23 - Oi2^ ^^^^ 
0*12 — Orii O22 0^*12 — Oll 0^9 
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die Eigenschaft, dass jede durch ihn gehende Gerade, die mit 
der X Achse den beliebigen Winkel © einschliessl, die Kurve 
in 2 Punkten schneidet, deren Abstände von ihm gleich, aber 
entgegengesetzt sind, weshalb dieser Punkt der Mittelpunkt 
des Kegelschnittes heisst. Ist a\2 — (hi^22^=^^i so sind a und 
b unendlich. 

Setzt man in I. {iir'x:=Q cos und y = ^ sin 0, so 
erhält man 

Q^{(hi cosa Q^^ai2 cos sin 04-«22 sin^ 0)-(-2p (ois cos 

+a28 sin 0) + a83 = o. 

Die Werte für q können hier nur dann gleich und von 
entgegengesetztem Zeichen werden, wenn der Winkel der 
Bedingung genügt: a^g cos + 033 sin = 0. 

Verlegt man den Anfangspunkt des Systems nach irgend 

einem anderen Punkte, dessen Coordinaten a und ß sind, so 

wird die neue Gleichung: 

OnÄja 4- 2 ai2 a?y + 022 y^ + 2 («n a + «12 /? + «18)^ + 2 (042 a 

-f «22 /^ + «28) y + «11 a^ + 2 «12 «/? + «22i^-i-2ai3a+2aa3/?4-a88=o 

oder Oll a?2 -f- 2 012 ^ y + »22 2/^ + 2 (an a + »12 /? + «is) ^ 

+2(ai2a+<»22^+«28)y+^ = ö, 
und durch Übergang zu Polarcoordinaten erhält man wieder: 

Q^(aii cos» ©-f 2042 sin cos + 022 sin« 0) + 2p [cos 
(«11 « + «12 /^ + %8) + sin (ai2 a + a.22 /? + 023)] + -^ = 0. 
Die Sehne, die wieder mit der Polarachse den Winkel 
einschliesst, also der früheren parallel ist, kann durch den 
neuen Anfangspunkt nur dann halbiert werden, wenn die 
Werte für q wieder gleich und entgegengesetzten Zeichens 
werden, d, h. wenn 
cos («1105 + 0^12/^ +0^18) + sin (ai2a + a2a/?+aa3) = o. 

Dieser Gleichung muss daher durch die Coordinaten a 
und ß des neuen Anfangspunktes genügt werden, wenn der- 
selbe der Mittelpunkt einer Sehne werden soll, die mit der 
Achse den Winkel bildet. Also muss der Mittelpunkt 
irgend einer zu ihr parallelen Sehne in der geraden Linie : 
cos © («11 ^+«12^+013) + sin (at2i»+022y+«28)=ö liegen. 

Der Gleichung wird aber genügt durch die oben ange- 
gebenen Coordinaten « und b des Kegelschnittsmittelpunktes, die 
den Gleichungen: du a-^ai2b-]' 01^ = und 

«12 « + «22 * + «28 = ö genügten. 

Sailer, Aufgaben. IV. Q 
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Mithin ist der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen, die 
mit der Achse den Winkel bilden, eine durch den Mittel- 
punkt gehende Gerade, deren Gleichung ist: 

«11 ^ + »12 2/ + «18 + («12 ^ + «22 2/ + «28) tg = 0. 

Der Winkel 0', den diese Gerade mit der X Achse 
bildet, findet sich aus der Gleichung: 

«12 + «22 tg 

«22 tg tg 0' 4" «12 (tg + tg 0') -f- «11 = 0, und die Symmetrie 
dieser Gleichung in Bezug auf und Q' zeigt an, dass die 
Sehnen, die mit der Achse X den Winkel 0' bilden, ihrer- 
seits von einem Durchmesser halbiert werden, der mit der 
X Achse den Winkel einschliesst. 

Zwei solche Durchmesser, von denen jeder die zum 
andern parallelen Sehnen halbiert, heissen conjugierte Diu'ch- 
messer. 

Für zwei zu einander senkrechte conjugierte Durchmesser 
hat man: 

tg 0' = — -i- . 
tg0 

Also muss für solche sein: — a22+«i2(tg0 — r~^) 

-\-aii = oder 

ai2 sin2 -\- (an — «22) sin cos — «12 cos^ Q = 0. 

Multipliziert man die Gleichung mit p^, so kömmt: 
ai2 Q^ sin2 -f- {an — «22) Q sin cos — «12 Q^ cos^ = o, oder 
wenn man zum ursprünglichen Systeme zurückkehrt: «12^^ 
— («11 — «22) ^y — «122/^ = 0, d. h. man erhält die Gleichimg 
von zwei zu einander rechtwinkligen Geraden, die durch den 
Anfangspunkt des Systems gehen und beziehungsweise den 
Kurvenachsen parallel laufen. 

Das Linienpaar der Achsen selbst wird erhalten, wenn 
man in der letzten Gleichung für x und y die Werte: 

«22 «13 — %2«23 j ) «11 «23 — «12 «1 3 

%2 — «11 «22 «12^ — «11 «22 

sich folgende Gleichung ergibt: 

«12 y^ + («11 — «22) ^ 2/ — «12 ^^ 

I ^ «12 («12«23 — «22«13)+«11 («11«23 — «12«13)4-«28 («12*^ — «11«22 ) 

Ori2 — du Ö22 



^^ »22^*18- »12 »28 und ^^ "ll^8-'^18'h3 ^^^^ ^^jurch 
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4-y 



«28 («12 «28 «22 «28) + «12 («11 «28 — «12 «is) — «18 («12* — «11«22) 



.2 



+ 



0^12^ — «11 «22 
«12 («11 «88 — «12 «IsP + («11 — «22) («22 «18 — «12 «28) 



(«12^ — «11 «22)^ 
(«11 «28 — «12 «is) — «12 («22 «13 — «12 «23)^ 

(«12^ — «11 «22)^ ~" 

Durch Reduktion des letzten Gliedes auf 

«28 («22 «13 — «12 «23) — «18 («11 «23 — «12 «w) 



«12^ — «11 «22 

und Zeichenwechsel findet man: 

^12 «23 

«12* — «11 «22 

(^, «11 «28 — «12«18\ /^ ^ I ^ *. I ^ ^ 



/ «22 «18 — « 12 «23^ /^ ^ I ^ *, 1^^ \ 

i*- a,,2_a,,a;rj («i2^+«22y+«28) 



0. 



oder 



«22 «18 — «12 «28 ., «11 «28 ~" «12 «13 



«12 — «11 «22 



«12 ~ «11 «22 



«ll^H-«12y + «13, «12^ + «22y + «13 



= 



oder 



X — a, y — b 

/' (^), /' (V) 



=2 0, 



1878. Zweite Aufgabe. 

Es ist folgender Satz ^ zu beweisen: Wenn Ui = o, 
ZJg z= 0, Uq = o^ U^=:o die Gleichungen von 4 Ebenen sind, 
so gehen dieselben durch einen und denselben Punkt, wenn 
sich vier Faktoren K der Art bestimmen lassen, dass man 
identisch hat: 

K, U,-\-K2 U^ + K^ TJ^ + K, U, = o. 

Die Gleichung : Ki Ui-\- K^ U2 = o ist die Gleichung 
einer Ebene, die durch die Schnittlinie der Ebenen Ui = o 
und Ü2 = o geht, und K^ üi -{-■ K2 CTg -|- -Kg C/s = ist die 
Gleichung einer Ebene, die durch den gemeinsamen Punkt 
der 3 Ebenen üi=zo, U^^^o, Uqzzzo geht. Tritt noch 
eine vierte Ebene U^z=:o hinzu, und lassen sich 4 Faktoren 
Kl, K2, K^ und -£4 so finden, dass man identisch hat: K^ Ui 
-|- £"2 0^2 -f- -K3 ZJg + -£4 C^4 = 0, SO müssen dieselben Coordi- 

6* 
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natenwerte, welche der Gleichung: Kt U^-^^K^ Ü^^K^ ü^^o 
genügen, auch die 4. Qleichung U^ = o erfüllen, d. h. der 
Schnittpunkt der ersten 3 Ebenen liegt auch in der vierten, 
oder auch: die 4 Ebenen gehen durch einen Punkt. 



1878. Dritte Aufgabe. 

Auf den Schenkeln eines Winkels ÄOB sind 2 feste 
Punkte A^ B gegeben. Auf dem Schenkel OB bewegt sich 
ein Punkt P mit constanter Geschwindigkeit von B gegen 0, 
und ebenso auf dem andern Schenkel OA ein Punkt Q mit 
constanter Geschwindigkeit von gegen A, und zwar so, 
dass, wenn P von B abgeht, Q von abgeht, und wenn P 
in ankömmt, Q in A ankömmt. Verbindet man nun den 
beweglichen Punkt P durch eine Gerade mit A und den be- 
weglichen Punkt Q durch eine Gerade mit J5, so schneiden sich 
die beiden Geraden -4P, BQ in einem Punkte M. Welche 
Kurve durchläuft der Punkt M? Was ist ihre Gleichung, und 
welche besondere Lage hat die Kurve gegen den Winkel AOB? 




Bewegt sich P von B aus mit constanter Geschwindig- 
keit c gegen 0, ebenso Q mit constanter Geschwindigkeit c^ 
von aus gegen Ay so dass beide zu gleicher Zeit von B, 
beziehungsweise abgehen und zu gleicher Zeit wieder in 0, 
bewehungs weise A ankommen, so erzeugen die Punkte P und 
Q auf BO und 0^ Punktreihen, die ähnlich, also auch 
projektivisch sind. 
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Durch die Verbindung der Punktreihen auf B und 
OA beziehungsweise mit -4 und B entstehen dann projekti- 
vische Strahlbüschel, deren Erzeugnis eine Ellipse ist, da die 
Strahlbüschel gleichlaufend sind. Auf dieser Ellipse liegeti 
auch die Punkte Ä und B als Mittelpunkte der B&chel, 
während [OB und OA Tangenten an erster e werden, da 
dem Strahle BA des Büschels B im Büschel A der Strahl 
A imd dem Strahle A B des Büschels A im andern Büschel 
der Strahl BO entspricht. 

'3^ 



Die vierte Ecke 0' des Parallelogrammes AOBO' ist 
ein Punkt der Ellipse, da 0* derjenige Punkt ist, wo die 
nach den unendlich fernen Punkten der Geraden A und B 
gehenden Strahlen der Büschel B und A sich schneiden. Da 
OB Ellipsentangente in B und AO* eine Ellipsensehne ist, 
die mit OB parallel läuft, so ist die Schwerlinie BB des 
Dreiecks BAO' die Richtung eines Ellipsendurchmessers. Da 
OA Ellipsentangente in A und BO' Ellipsensehne ist, die 
niit OA parallel läuft, so ist die Schwerlinie -4L des Drei* 
ecks BAO* die Richtung eines zweiten Ellipsendurchmessers. 
Mithin ist der Schwerpunkt ^^ des Dreiecks ABO* der Mittel- 



— 86 — 

punkt der Ellipse, und 0' ist die Richtung eines dritten 
Durchmessers. Mächt man also auf der Verlängerung von 
BB über B hinaus BB' := ZB, so ist BB' ein Durchmesser. 
Macht man bm{ AL die Strecke LÄ* = LZ^ so ist AÄ' ein 
zweiter Durchmesser. Macht man femer NO" z=NZ, so ist 
0*0** ein dritter Durchmesser, wobei 0" der Schwerpunkt 
des Dreiecks OAB ist. Die Parallelen durch B* zu OB^ 
durch A' zu OA:, durch 0* und 0** zu AB sind Tangenten 
an die Ellipse in den Punkten B*^ A*, 0* und 0** , so dass 
man von der Ellipse 6 Punkte und 6 Tangenten kennt. Der 
zu BB* conjugierte Durchmesser geht durch Z und ist | OB, 
Nimmt man diese conjugierten Durchmesser BB* und ZX 
als Achsen eines schiefwinkligen Systems ZX und Z Y, so ist 

die verlangte Gleichung der Ellipse — 2"!"^^^^' wobei x 

und y die Coordinaten eines beliebigen Ellipsenpunktes (z. ß. 
0*) sind, 61 den Halbmesser ZB* und a^ den unbekannten 
conjugierten Halbmesser ZV in der Richtung ZX bedeutet. 

Setzt man aber für x und y die Coordinaten x* und y* 

fei X* 2 a?' ^' 
des Punktes 0', so ergibt sich für <h = , . = 1=^ 

= — ^ — . Also kann ZV oder a^, leicht der Länge liach kon- 

struiert werden, und die Gleichung der Ellipse in Bezug auf 

3x^ y^ 
das schiefwinklige System ZX und ZY ist -j — 7^ + 7^-7^= 1. 

Die Konstruktion des zu ZB* conjugierten Halbmessers 
Z V ist folgende : 

Ergänze das /\ OAB zum Parallelogramme OAO'B 
0' und die Verbindungslinie des Punktes B mit der Mitte 
B von AO' schneiden sich in -^. Die Parallele durch 0* zu 
ZB schneidet die Parallele durch Z zu AO' in ?7, so dass 
'ZU=x' ist. 

Wenn ZD = ^ ZU sein soll, liegt D im Schnittpunkte 
von ZU und B0\ Errichte in Z die Senkrechte auf ZU 
und beschreibe nun D mit dem Radius 2. Z2) den Kreis, 
der die vorige Senkrechte in E schneidet. 

Trägt man dann ZE auf Zi7 ab, so erhält man den 
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Punkt V, und Z V ist der dem Halbmesser ZB' conjugierte 
Halbmesser 0^. 




Um endlich die Achsen der Ellipse zu finden, ziehe 
man durch B' die zu OB parallele Ellipsentangente und die 
Normale in B'. Trage auf letzterer -B' fi^ und B'G = ai ab, 
so ist ZH gleich der Summe der Achsen a und b und Z6 
gleich der Differenz derselben. 

Denn im A Z^^' ist: 

ZH=ax^-\-bi^—2aibi cos HB'Z 

= «i^ + V — 2ai&i cos (90«4-JB'Z7) 
= «i2 + V4-2ai6i-sin BZV={a-^b)\ 
also ZHz=a-\-b. 

In A ^^' ö ist ZG=ai2-f 6i2_2fl(^jj cos ZB' G 

— 0^2 _p j^2 _ 12 oj 6j cos (90« — B'ZV) 
= «1^ + 61^ — 20161 sin BZV={a—b)\ 
also ZG^a — b. 
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Die Punkte / und Ä, in denen der Kreis durch Z^ G 
und H die durch JB' gezogene Tangente schneidet, geben mit 
Z verbunden die Halbachsen der Lage nach. Um die Längen 
der Halbachsen zu finden, fälle man von B* aus auf ZK und 
ZJ die Lote, die ZG in x und y schneiden. Macht man 
auf .^^ die Strecke Z8=:zZX und auf ZJ die Strecke ZT 
= ZY, so sind S und T zwei Scheitel der Ellipse auf den 
zwei verschiedenen Achsen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass der Punkt M nicht 
die ganze Ellipse beschreibt, sondern nur den Bogen von B 
über Ä bis 0'. 

Ist der gegebene Winkel O = &00 und OB =0Ä, d. h. 
ist das /\ABC gleichseitig, so wird die Ellipse ein Kreis, 
der durch den Schwerpunkt des Dreiecks geht und dessen 
Mittelpunkt der Gegenpunkt des Schwerpunktes bezüglich 
AB ist. 



1874. Erste Aufgabe. 

Auf einem Rotationscylinder ist eine Schraubenlinie ver- 
zeichnet und m ein Punkt der Achse des Cylinders; bewegt 
sich nun ein Punkt p auf der Schraubenlinie fort, so beschreibt 
der Radiusvektor mp eine konische Fläche; welches ist die 
Gleichung der Fläche und welche Kurve verzeichnet der Ra- 
diusvektor auf einer zur Achse senkrechten Ebene? 

Der auf der Schraubenachse liegende Punkt m hat in 
einem Systeme, dessen ^ Achse mit der Schraubenachse zu- 
sammenfällt, die Coordinaten x^^o^ y=zo^ z^zzc. 

Die Gleichungen der Erzeugenden sind: 

L x=:a (z — c) 
IL y=z(f \a) (^ — c). 

Die Gleichungen der Leitlinie sind: 

m. x^-\'y^ = r^ 

und IV. y=^r sin — r— , wobei r den Radius 

und h die Höhe des Schraubenganges vorstellen. 

Eliminiert man aus diesen 4 Gleichungen x, y und f, 
so erhält man eine Gleichung von der Form / (a, tp («)) , in 
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welcher man stattj^a: 



und statt 9) («) : — ^ — • zu setzen 



e—c ' ' ' g — c 

hat, um die Gleichung des K^els zu erhalten. 




Aus I. und n. folgt: a;2 + y« = (;f — c)8 • [«a + (yC«))»] 

und unter Zuhilfenahme von III. V. r2 = (-? — c)2 [a^-\-{g>(a))*]. 

Ausn. und IV. folgt: r^ sin^ 2?r^ — (^(a))8 («— c)a VI., 

und aus VI. und V. sm^ -^ =r ^^^-^^-^j^ 

oder sm — 5 — :=: + , '-^-rr- » 

, A -Va2+((p(a))2 
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1 T71T * • 9(fl) 

also VII. s=:z-— arc sm , , 

2^ ±Vaa-f(y(a))2 

Da ferner nach V. ^ = c±-j= =. [ so muss sein: 

h . y(g) _ y 

2^ arc sm +y^24.(y(a))2 ~ ^ " ^a^J^{ip{a))^ 
und die Gleichung des Kegels wird: 

h . y riz — c) 

rr— arc sin . , — z= c + / 

Die Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit einer 
zur ZAchse senkrechten Ebene wird erhalten, wenn man in 
der Gleichung des Kegels für z irgend einen Wert, z. B. o 

setzt. Man findet : arc sin , ^ z= 1 c + , 1 -r-. 

± ya:2 JL. y2 L y;^-|.y2j k 

Geht man vom Systeme X Y auf ein Polarsystem über, 
dessen Anfangspunkt mit dem früheren zusammenfällt imd 
dessen Polarachse die frühere X Achse ist, d. h. setzt man 
x=ir cos und y=^r sin 0, so kömmt: arc sin (± sin 0) 

= X L' + 7J ""^^^ ? = ±Qh±n'k-%n -c 

Soll die Kurve in dem Punkte der positiven X Achse 

anfangen, in dem sie den Grundkreis trifft, so niuss für = 

Qz=r werden, was nur der Fall sein kann, wenn k=zo wird. 

Mithin erhält man für diesen Fall als Gleichung der Kurve 

_ ±^nrc 

Dem doppelten Vorzeichen des Nenners entsprechen 2 

Winkel 1= -j— ) Asymptoten der Kurve. Da 

die Centralprojektion einer Schraube auf eine zur Achse senk- 
rechte Ebene nur eine Asymptote haben kann, ist also obige 
Gleichung die Geichung einer Doppelkurve. Durch die 2 
Gleichungen der Schraube sind nämlich 2 Schrauben bestimmt, 
eine rechtsgängige und eine linksgängige, denen im allgemeinen 
auch 2 verschiedene Centralprojektionen entsprechen. 

Das eine Zeichen im Nenner der rechten Seite gehört 
zur rechtsgängigen, das andere zur linksgängigen Schraube. 
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Dazu kommen noch die verschiedenen Zeichen des Zählers. 
Sie deuten an, dass zu sonst gleichen Winkeln mit ver- 
schiedenen Zeichen gleiche Radienvektoren mit verschiedenen 
Zeichen gehören, d. h. dass die zur einen Asymptote oder 
Schraube gehörenden Kurventeile denen, die zur andern 
Asymptote oder Schraube gehören, bezüglich der Polarachse 
symmetrisch sind. 

Zu ein- und derselben Schraube oder Asymptote gehören 
2 hyperbolische Spiralen, von denen die eine das Bild des 
unterhalb des Projektionscentrums liegenden Schraubenteiles 
ist, die andere das Bild des oberhalb liegenden. Diese Bilder 
haben selbst wieder gemeinsame Punkte, die Projektionen von 
solchen Punkten des oberen Schraubenteiles, die mit dem 
Centrum verbunden, Strahlen geben, die den unteren Teil 
schneiden. Die Doppelspiralen, die zu den einzelnen Schrau- 
ben oder Asymptoten gehören, schneiden sich paarweise in 
unendlich vielen Punkten. 

Die einen Schnittpunkte entsprechen den Endpunkten 
der halben und ganzen Gänge der Schrauben im unteren 
Teile und liegen also in Spiralen, die zu den 2 verschiedenen 
Asymptoten gehören. Die Schnittpunkte, die wieder zu Spi- 
ralen mit verschiedenen Asymptoten gehören, entsprechen den 
Endpunkten der halben und ganzen Gänge im oberen Teile 
der Schraube. 

Die Abstände der Asymptoten von den durch das Cen- 

2 Ott * ^ 
trum zu ihnen gezogen Parallelen sind — r — . 

1874. Zweite Aufgabe. 

Es sind diejenigen Flächen zweiter Ordnung aufzuzählen, 
welche reelle Geraden enthalten , und es ist die Existenz der 
letzteren an den einfachsten Gleichungsformen der Flächen 
nachzuweisen. 

1. Flächen mit Mittelpunkt: Gleichung: P^2_|_p^y2 
-f Pg ;er2 zz: i {k positiv). 

a) Das Ellipsoid, in dessen Gleichung die 3 Faktoren 
P, Pi und Pg positiv sind , enthält keine Geraden. Ist aber 
einer der 3 Faktoren o, z. B. P2, so geht das Ellipsoid in 
einen elliptischen Cylinder über, dessen Gleichung Px^ -f- Pj «/^ 



— 92 — 

= k ist. Dieser enthält unendlich Tiele Geraden^ die sämtlich 
auf der a?^ Ebene senkrecht stehen. 

Sind 2 Coefficienten gleich o^ z. B. Pi und P2 , so geht 

die Gleichung über in ^ = ± l/-^ und bedeutet ein Ebenen- 
paar, das zur y^sr Ebene parallel läuft. 

Verschwindet ausser k einer der Faktoren links, z. B. F21 
so wird die Gleichung Px^ -^Piy^z= 0* Sie stellt eine Gerade 
vor, die im Punkte a; = o, y=zo auf der a?y Ebene senkrecht 
steht, also die ^ Achse ist. 

Verschwinden ausser k noch 2 Faktoren links, z. B. Pi 
und P2, so stellt die Gleichung Px^ = oder a? ==1 die Ebene 
der y^ vor. 

In allen diesen Fällen enthält die Fläche zweiter Ord- 
nung reelle Geraden. 

b) Das einmantelige Hyperboloid hat die Gleichung Px^ 
+ Piya_P2^2:^ft^ 

Durch Einführung von Halbachsen erhält letztere die 

X^ ifi 2^ 

Form -^ + yg 2 ^^ ^ • Schneidet man dieses Hyperboloid 

durch eine Ebene parallel zur rz^-sr Ebene, d. h. setzt man statt 

'7*2 flf2 /T 

y den Weil ft, so kömmt -^ s- = oder x m ^ 0, d. h. 

auf der Fläche sind 2 sich schneidende Geraden nachgewiesen. 
Ebenso liefert der Schnitt des Hyperboloids mit einer Ebene 
parallel der y-s^ Achse im Abstände a zwei sich schneidende 
Geraden. Es gibt also auf dem Hyperboloide 2 Systeme von 
Geraden. Um diese näher zu untersuchen, betrachtet man 
den Schnitt einer zur xy senkrechten Ebene, deren Gleichung 
y z=zmX'\-n ist, mit dem Hyperboloide. Der Schnitt wird 
im allgenieinen eine Linie des 2. Grades sein, deren Riss in 
der Ebene xy die Gerade y =:mX'j-n ist, während ihr Riss 
in der 0? -8^ Ebene sich ergibt, wenn man aus der letzten Gleichung 
und aus der Gleichung des Hyperboloids die Grösse y eli- 
miniert. 

d'2 1 

Man findet: -^^-^Tg [(cfim^ -\- b^)x^ -\- 2a^ mnx -{■ a^ 
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Soll der Schnitt ein geradliniger sein, so muss auch der 
Riss desselben geradlinig sein und somit die letzte Gleichung 
sich in 2 Gleichungen vom 1. Grade zerlegen lassen. Hiezu 
ist erforderlich, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer 
ein reines Quadrat sei, weshalb zwischen m und n die Rela- 
tion stattfinden muss : 

(a2ma-f-6a)(w2 — 6a)zz=a2man2, aus welcher folgt: 

n = ± Va2m2-f 62, 
Setzt man diesen immer reellen Wert für n in den 
Gleichungen d er Risse ein, so erhält man: y=zmx-\^^ a^nffi-^-h^ 

und ± — =^- T-^ — x-\- -j- di\& Gleichungen von Geraden, 

die ihrer ganzen Ausdehnung nach in der Fläche des Hyper- 
boloides liegen. Die Wurzel kann man in beiden Gleichungen 
entweder positiv oder negativ setzen, nur muss man immer 
dasselbe Zeichen nehmen. 

Da m unbestimmt ist, ersieht man, dass auf dem ein- 
manteligen Hyperboloide zweimal unendlich viele Geraden ge- 
zogen werden können. 

Sämtliche Geraden zerfallen in 2 Systeme^ 

. -/-s — ^ . 7» ^ Va2w2j_j2 af^ 

I. y — moo-^\ <^^'^^^^\ — = — — r^— ^ + -r- 

^ ' ^ ' ' c ah b 

j Ti I w « o i 1.Q ^ Va2mMT2 , am 
und II. y = m^-f-y »*♦»*+ *^ ='- j- — ^+"r" 

Irgend 2 Geraden desselben Systems sind windschief. 
Denn sind z. B, 

y=zmx-\-\a^m^A-b\ —=z^ pL—xA — =- 

^ ^ ^ ^ ' c ah '6 

und y = miiz;+Va2mi2-[-.62^ — =zl i— ? — x-\--^ 

zwei Geraden des Systemes I, so findet man als Bedingung 
für das Schneiden durch Elimination von a;, y und jsi: {m^ m{f 
= 0, welche , so lange m und twi verschieden sind , im all- 
gemeinen nicht erfüllt wird. 

Hingegen schneidet jede Gerade des einen Systems jede 
Gerade des andern. 



— 94 — 
Denn eliminiert man aus 

^ ' ' ' ' c ab ' & 

I W-S 5-7-777 ^ V«^^l^+*^ . Ott»! 

und y = m,x+ia^m,^-\-b^; —7= ^V^^+T 

X, y mid ;8f, so erhält man eine identische Gleichung. 

Ist in der Gleichung des einmanteligen Hyperboloids Ä; z= 

x^ ^2 ^2 
oder -^ + T2 2^^^^' ^^ ^\.^\\i die Gleichung einen ellip- 
tischen Kegel dar, dessen Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt 
des Systems ist und dessen Achse mit der -e^ Achse zusammen- 
fällt. Jede Ebene durch die ^ Achse hat die Gleichung y^=mx^ 
und durch Verbindung dieser Gleichung mit der des Kegels 

^ , , x^ . m^x^ 'S'S , . ^ a6 

nndet man : ^ H — 7^- 1= -j: oder a? = 4- — • :rr~. — r — r , also 

a2 ' 62 ^2 — c iß-\-a^m^ 

ist wieder die Existenz zweier Systeme von Geraden auf dem 
Kegel nachgewiesen. 

Verschwindet in der Gleichung des Hyperboloids einer 
der Coefficienten P, Pi oder Pg, so erhält man den elliptischen 
oder hyperbolischen Gylinder mit unendlich vielen geraden 
Linien. 

Verschwinden Ä und einer der Coefficienten P oder Pi, 
z. B. P, so wird die Gleichung Pi a?2 — Pg ^2 ^iz und stellt 
die Achse Y oder 2 sich schneidende Ebenen dar, die durch 
die Achse Y gehen. 

c) Das Hyperboloid mit 2 Mänteln: Px^ — P^y^^-P^B^ 
= k besteht aus 2 getrennten Teilen und kann deshalb nicht 
nach Geraden geschnitten werden. 

IL Flächen ohne Mittelpunkt: 

a) Das elliptische Paraboloid: Piy^-{-P2^^ = Qx wird 
zu einem parabolischen Gylinder, wenn Pi oder P2 ver- 
schwindet und enthält dann wieder unendlich viele parallele 
Geraden. 

Für Q = wird die. Fläche wie beim Ellipsoide für 
P2 = und k =^ zur ^ Achse. 

Wenn 2 der 3 Coefficienten verschwinden, so stellt die 
Gieichung eine Ebene des Systemes dar. 
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b) Schneidet man das hyperbolische Paraboloid Pjy^ 
^P2ß^= Qx durch die y^s^ Ebene, d. h. setzt man x=:o, 
so findet sich als Gleichung der Schnittkurve: 



Pi2/2 — p^g2 ^^ Q oder z 



=^-i% 



y* 



d. h die Schnittlinie besteht aus 2 zwei sich im Mittelpunkte 
des Systems schneidenden Geraden, die gegen die Achse der 
y gleich geneigt sind. Nachdem die Existenz von Geraden 
auf dieser Fläche nachgewiesen ist, könnte man wieder ähnlich 
wie beim einmanteligen Hyperboloide nachweisen, dass auf 
dem hyperbolischen Paraboloide 2 Systeme von Geraden ge- 
zogen werden können. • 

Die Fläche degeneriert in einen parabolischen Cylinder, 
wenn Pi verschwindet. 

• 

Die übrigen speziellen Formen bei dieser Fläche traten 
schon bei den andern Flächen zweiter Ordnung auf. 

1874. Dritte Aufgabe. 

Wenn 6 Punkte a, 6, c, d, p^ q auf einem Kegelschnitte 
liegen, so liegen die Durchschnittspunkte der Geraden i? a — gfc, 
pb — qa, pc — qd, pd — qc auch auf einem durch j? und q 
gehenden Kegelschnitte. Dies zu beweisen. 




Weil die Punkte jj, g, a, 6, c, d auf einem Kegelschnitte 
liegen, ist das Doppelverhältnis der 4 Strahlen des Büschels 
p (a, 6, c, d) gleich dem. Doppelverhältnis der 4. Strahlen: 
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q (a, &, c, d). Vertauscht man im letzten Doppelverhältnisse 
die Strahlen qa und qb, ebenso die Strahlen qc und qd^ so 
bleibt es unverändert. Efi ist also das Doppelverhältnis 
q (a, b, c, d) = dem Doppelverhältnisse q (6, ia, d, c). 
Mithin ist nach Grundsatz auch das Doppelverhältnis 
p (a, 6, c, d) gleich dem Doppelverhältnisse q (6, a, d, c) und 
es liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen : x (Schnitt 
von pa mit gfe), ^ (Schnitt von pb mit ga), > (Schnitt von^JC 
mit qd) und v (Schnitt von pd mit gc) mit den Mittelpunkten 
P und g der Büschel auf einem neuen Kegelschnitte, 



1875. Erste Aufgabe. 

Zwei projektivische Punktreihen sind gegeben auf den 
Geraden ü, L\ und ausserhalb dieser Geraden zwei Punkte 
P, P'. Es soll ein Punkt -Kg so bestimmt werden, dass die 
Gerade K2 P sowohl als auch die Gerade K2 P entsprechende 
Punkte der 2 Reihen verbinden. 




^: ^ ^ — t "^ 



Da die Punktreihe A, J?, C auf L mit der Punktreihe 
-^ii Pi> Ci etc. auf Li projektivisch ist, so ist auch der 
Büschel P {Ä, B, C etc.) projektivisch dem Büschel P* (-4i, 
^1, Cj etc.), weshalb die Schnittpunkte -42, P2» ^^ etc. ent- 
sprechender Strahlen P-4 und P^t, PP und PP^, PC und 
P Gl etc. auf einem lEegelschnitte liegen , dem auch P und 
P angehören. Irgend ein Punkt K2 dieses Kegdbdmittes hat 
die Eigenschaft, dass seine Verbindungslinien mit P und P 
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auf L, beziehungsweise V Punkte ausschneiden, die ent- 
sprechende Punkte der Reihen :4, B, C und ^i, J?i, Cj sind. 
Um einen solchen Punkt K2 2U konstruieren, benützt 
man die Eigenschaft der Büschel Ä {Ä^, B^, 6\ etc.) und Ä^ 
(A, jB, C etc.), dass entsprechende Strahlen sich in Punkten 
a, 6, c schneiden, die einer Geraden S angehören, da die 
entsprechenden Strahlen AÄ^ und A^ A zusammenfallen. 
Nimmt man auf S einen beliebigen Punkt K an , verbindet 
ihn mit A und ^1, so schneidet Ak die Gerade L in K^ 
Äi Ä schneidet ii in ^1, während PK und P K^ sich im 
gesuchten Punkte K2 treffen. 

1876. Zweite Aufgabe. 

Auf der Spirale r = a - (p sind 3 Punkte r^, rg, r^ ge- 
geben; den Inhalt des von ihnen bestimmten Dreiecks zu 
berechnen. 




X 



Heisst der Mittelpunkt der Spirale und sind die 3 auf 
letzterer liegenden Punkte der Reihe nach Pj, P^, P3, so ist 
das A-Pi -^2 P3 = A OPi P3 + A OP2 Ps- A OPi Pi 

= y »"1 »-3 sin (Pi 0P8) + -i ra rg sin (P3 OP^) 

1 



2 »"i »'2 sin(Pi OP2) 



Sailer, Aufgaben IV. 
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= y|n rs sin (^i— 9'3)+»"2''8 sin (qPa— qPa)— n »"2 sin (9)1— 9)2) , 

da sin (Pi P3) = sin (Pi X— P3 X — 2 tt) und sin (Pj P2) 

= sin (Pi OX—P2 OX— 271). 
1 ( 

ri ra sin (9)2 — 9P1) + ^a r, sin (<p3 — 9)2) 



Also A^yi 



= -2-{*"i»"2si 



— ri rg sin (yg — 9Pi) 



»"a — »"i 1 . »'s 

sin -= -{- r^ Tg sm — 



a 



— Ti r^ sin 



*-3 — n 



a 



1875« Dritte Aufgabe. 

Projiciert man irgend einen auf einer Kugel befindlichen 
Kreis K von einem Punkte P der Kugel aus auf die Ebene 
des grössten Kreises, dessen Pol der Punkt P ist, so ist die 
(stereographische) Projektion des Kreises K wieder ein Kreis 
-K', und der Mittelpunkt dieses Kreises K* ist die Projektion 
der Spitze des Kegels, welcher die Kugel längs des Kreises 
K berührt. 




M sei der Kugelmittelpunkt und PM schneide die Kugel 
zum zweiten Male in P. Ist femer C der Mittelpunkt des 
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Kreises auf der Kugel, so kann man durch P, P' und C einen 
grössten Kreis legen, dessen Ebene die durch P' an die Kugel 
gelegte TangentialelDene nach der Geraden P*Q schneidet. 
Der Kugelkreis C wird vom grössten Kreise nach einem Durch- 
messer A CjB geschnitten , und M C steht auf der Ebene des 
Kugelkreises C senkrecht. Zieht man durch P die Senkrechte 
PK auf dieselbe Ebene, so ist erstere mit MC parallelund 
liegt mithin ebenfalls in der Ebene des gi'össten Kreises PP* C, 
und ihr Fusspunkt K liegt also auf ^^. In dem durch den 
Kreis C und durch den Punkt P gelegten schiefen Kegel ist 
also der Höhenfusspunkt K auf dem Kreisdurchmesser AB, 
weshalb PJB die kürzeste und PA die längste Mantellinie ist. 
Ausserdem erkennt man, dass der Winkel PAB der Neigungs- 
winkel der längsten Mantellinie gegen den Kegelgrundkreis 
Cisi. 

Nun kann aber jeder schiefe Kreiskegel nicht nur durqh 
Ebenen parallel der Grundfläche desselben nach Kreisen ge- 
schnitten werden, sondern noch nach einem zweiten Systeme 
von Kreisen durch andere unter sich parallele Ebenen. Ein 
solcher Kreis wird erhalten, wenn man auf der längsten 
Mantellinie PA des Kegels von P aus die kürzeste als PB*' 
abträgt und umgekehrt auf PB die Strecke PA'* = PA 
macht. Dann ist die Ebene, die durch A** und B'* geht und 
auf der Ebene PAB senkrecht steht, wieder eme Kreisebene, 
und der Neigungswinkel der kürzesten Mantellinie PP" gegen 
diese Ebene ist der Nebenwinkel vom Winkel PB'*A*\ ebenso 
der Neigungswinkel der längsten Mantellinie PA** gegen diese 
Ebene der Winkel PA**B'\ Aus der Congruenz der Drei- 
ecke PAB und PA'* B** folgt noch: ^PAB = ^PA**B** 
und ^PBA = ^PB**A**, 

Verlängert man die Kegelstrahlen bis zum Schnitte mit 
der Tangentialebene der Kugel in P, so wird der Schnitt 
eine Kurve zweiter Ordnung. PA und PB schneiden die 
Ebene in A* und B*, Verbindet man noch B mit P und 
nennt man ^PP'B a, so ist auch <^ PAB=za, ebenso 
^PB*P* = a. Aber ^PAB war = < PA*'B'* , also ist 
auch ^PA*'B**z=za und A**B** parallel A'B*, und man 
ersieht, dass die durch A*'B" gelegte zur Ebene PP' (7 senk- 
recht stehende Kreisebene zur Tangentialebene an die Kugel 
in P parallel läuft. Mithin ist auch die Kurve zweiter Ord* 



— 100 — 

nung oder der Schnitt der Tangentialebene und des Kegels 
ein Kreis» und da der Aequator zur Tangentialebene parallel 
ist, so schneidet der Kegel auch diesen nach einem Kreise. 
Ist S die Spitze des Kegels, welcher die Kugel längs des 
Kreises K mit dem Mittelpunkte C berührt, so liegt auch S 
in der Ebene PP* C. Zieht man durch S die Parallele zu 
Ä* B\ welche PÄ' und PB' beziehungsweise in X und Y 
schneidet, so hat man in der Figur -^ SB Y= seinem Scheitel- 
winkel S'BPzzz dem Peripheriewinkel PÄB=za. Ebenso 
ist ^8YB:='^PB*P=ia als correspondierende Winkel 
an Parallelen, also /\^SBY gleichschenklig und L SY=z8B. 

Zieht man noch MÄ und bezeichnet man den ^PA'P 
mit ß, so ist ^MÄP= je MP^ = 90^ — ß, also^X^S 
= 900 — (900 — /?) = /?. 

Aber ^SÄX=jc.XÄ'P'=:ß als Wechselwinkel an 
Parallelen. 

Also ist auch /\, X8Ä gleichschenklig und U. SXz^SÄ. 

Weil ober 8 A = SB, so folgt aus I. und IL SX=zSY, 
d. h. der Kreis , nach welchem die durch X Y zur Ebene 
PPC gelegte Lotebene den Kegel schneidet , hat seinen 
Mittelpunkt in 8, Folglich hat auch der Kreis, nach welchem 
der Aequator vom Kegel geschnitten wird, seinen Mittelpunkt 
Tarnt PS. 



1876. Erste Aufgabe. 
Die Doppel- und Wendepunkte sowie den Verlauf der 




Kurve anzugeben, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordi- 
naten lautet: y^ — k^x^ = x^ {k eine Zahl). 
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Bringt man die Gleic hung auf die Form : y^ - l=zx^ - 

{x-^-Jc^ ' 1) oder y = = — 7" , so erkennt man, dass 

die Kurve in ihrem ganzen Verlaufe bezüglich der X Achse 
symmetrisch ist. Für a; = o wird auch y = o, d. h. die Kurve 
geht durch den Anfangspunkt des Systems. Bei zunehmen- 
dem X werden auch die zugehörigen y Coordinaten (oberhalb 
und unterhalb der X Achse) immer grösser. Wird x negativ, 
so bleibt y so lange reell, bis x=z — k^ - 1, und zwar gehören 
wieder zu jedem Werte von x zwei gleiche Werte von y mit 
entgegengesetztem Zeichen. Man erkennt also, dass die Kurve 
in ihrem ganzen reellen Verlaufe für jedes x zwei gleich grosse 
Werte von y mit entgegengesetztem Zeichen aufweist, mit 
Ausnahme des Anfangspunktes des Systems und des Punktes 
auf der XAchse, für welchen ooz=z — Ic^ - 1, für welche Punkte 
y = o wird. Es liegt also nahe, dass ein Doppelpunkt der 
Kurve ist. Die Coordinaten eines Doppelpunktes müssen der 
Gleichung der Kurve / {x, y) = o und den Gleichungen : 

•^ V = und -^ \ ' ^^ = 
dx cy 

genügen, also hier den Gleichungen: 

I. x^-\-k^x^ — y^ = o 
IL 3x'^-{'21c^x = o 
m. —^y = o. 

Diesen Gleichungen wird nur genügt durch den Punkt, 

dessen Coordinaten ^ und y=io sind, und da 1-;^ — ^) =^ 

\dx dy/ 

und g-^ • g-Y = (6^+ 2*3) (—2), für x = o also negativ ist, 

/ 32 / \2 32/ 32/ 

so ist 1 7y — i— 1 > ^s— 5 • ^? also der Punkt kein Rückkehr- 

\dxdy/ dx^ dy^ 

punkt oder ein isolierter Punkt sondern ein Doppelpunkt. 

Die 2 Tangenten an die Kurve im Doppelpunkte bilden 
mit der XAchse Winkel, deren Tangenten ± k sind. Denn aus 
der Gleichung der Kurve folgt: 

^= + V^q^ + ,-^ -= und mvx = o wird ^ — + fe. 
dx - ^ ^ - 2ya;2^ft2 dx - 
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Aus diesem Ausdrucke für j— ersieht man auch, dass 

dx 

für x^=z — Ä:2 • 1 — ^ uz: 00 ist , dass also im Scheitel S der 

dx 

Kurve die Tangente auf der Achse senkrecht steht. 

Um die Wendepunkte der Kurve zu finden, verbindet 

man die Gleichung der Kurve mit der Bedingung für das 

Unendlichwerden des Krümmungshalbmessers und erhält so 

als gemeinsame Lösung beider Gleichungen die Coordinaten 

aller Punkte, die Wendepunkte sein können. Ist I. / (rr, y) = ö 

die Gleichung der Kurve, so wird p=(x, wenn II. 

dx^\dy/^ dxdy dx dy dy^ \dx/ 

I. ist hier x^ -\-k^x^=z y^ 

und n. • {3x^ + U^xf = iy^ (ßx-^k^). 

Aus I. und II. folgt: {3x^-irU^x)^=iHx^+k^x^)(3x-^k^). 
Also erstens x = o und y = o. 

Ferner folgt aus (3^ + 2 k^)^ = i {x-\-k^) - (3x-^ k^) 
noch 3x^-\-i!k^x = o^ also wieder x= o und y = o, endlich 

x=z — , welcher Wert unbrauchbar wird, da für ihn y 

imaginär ist. 

1876. Zweite Aufgabe. 
Gegeben sind die Coordinaten zweier Punkte im Räume 

x2 y2 ^2 

und die Gleichung eines EUipsoides: "2^ + 72 +~2 ^^ ^' 

Es sollen die Gleichungen der durch die Verbindungs- 
linie der beiden Punkte gehenden Tangentialebenen an das 
Ellipsoid aufgestellt werden. 

, Zuerst sucht man die Bedingung, unter welcher die 
Ebene ^x-{'riy-{-^£^-{-(o=zo das Ellipsoid berührt. Die Zu- 
sammenstellung der Gleichung der Ebene mit der der Tangen- 
tialebene — s- + -T^ H — ^ =^ 1 liefert die Relationen : 
a^ 0^ c^ 

X* a| y* bf] z' c^ 



/ 

/ 
/ 
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Damit also Berührung stattfindet, muss sein: 

Damit aber die Punkte, deren Goordinaten m^, m2, m^ 
und ni, ^2, W3 sind, der Ebene angehören, muss auch sein: 

und m. Wi§-j-W2 7? -[-%? = — ^• 
Aus IL und III. folgt durch Elimination von ^: 
§ (mi Wg — »»1 mg) — ^ (mg ng — Wg W3) = (mg — %) co 

I ^ mgWg — Wgmg mg— Wg 

oder : — = -^ • . 

(o 0) niiftQ — w^mg ' m^Wg — n^mg 

Ebenso wird 1. _ ^ . ^VHz^^^l ^ »"t-«! 



o> ö> mgWj — m^Wg ' mgWj — ngm^ 

Mithin hat man die Gleichung: 

^2 (± ^2% — ^2^3 , ^s — ns Y I 62 (:iy 
\ct> m^ng — Wimg^'^miWg — n^mg/ "*" \cü/ 

\cü mqWi — Wom, "• mqWi — miWo/ 



mgWi — Wgm^ ' mg^i — m^Wg 

oder I -^ I + -^ • -^ zzi ^r=, in welcher : 
\(o/ ' CO Jv iV 

M=2a^ (m2 ng — mg Wg) (mg — Wg) -(- 2 c^ (mg n^ — m^ Wg) (m^ — w^) 

^zz: a2 (mgWg — mgWg)^ (mgW^ — n^nti)^ -\- }ß (m^Wg — mgni)2 

• (mg Wi Wg mi)2 -j- C2 (i^jg yi^ i^j 1^2)2 . {^^ i^g ^g ^j^)2 

und Z = (m^Wg — m3ni)2 (mgUi — Wgmi)2 — a2(mg — Wg)2 
(mg Wi — Wgmi)2 — c2 (m^ — ni)2 • (m^ Wg — n^ mg)2. 

-^ -u. • u ^ -^+V4-ZVZ+Jf2 

Daraus ergibt sich -^=: "" ' -^-r ■ . 

0) 2iV 

Bezeichnet man die beiden Werte von — mit Aa imd ^2^ 

0) 

so wird der eine Wert von 1 = A *"^"^~"^^ + -^!?3^^ 

ö> m^Wg — w^mg m^ng — w^mg: 

und der eine Wert von i = ^, • ?^i!^.^^+ '"^-"» 



ö> * mgWj — Wgmj • mgWi— mi%^ 



und die Gleichung der einen Tangentialebene ist: 
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■ • * L mgWi — n 






— fiimA 









Die Gleichung der zweiten Tangentialebene wird erhalten, 
wenn man in der letzten Gleichung statt Äi den Wert Ä2 setzt. 

Wird M2-|-4A*Z=:o, so gibt es nur eine Tangential- 
ebene durch die gegebene Gerade, welch' letztere in diesem 
Falle das EUipsoid berührt. 

Wird üi^ 4" * ^^ <C ö , so geht die gegebene Gerade 
durch das EUipsoid, und die Lösung der Aufgabe ist unmöglich. 

1876, Dritte Aufgabe. 

Eine Parabel ist durch ihre Achse , ihren Scheitel und 
einen ihrer Punkte gegeben. Man soll einige Punkte der- 
selben konstruieren. 




Aus der Scheitelgleichung der Parabel y^=:'2px ergibt 
sich, weil durch die Senkrechte vom gegebenen Punkte P auf 
die gegebene Achse SX die Coordinaten j/' und x' von P 

y'2 

vorliegen, die Unbekannte ^p als = -7. 

X 

Also ist der Parameter gegeben, und da der Brennpunkt 

p 
F und die Leitlinie LL* vom gegebenen Scheitel ä um y 

abstehen, sind beide gegeben. 

Sie werden mithin, wie folgt, gefunden: 

Fälle von P die Senkrechte PQ auf SX, verbinde S 
mit P und ziehe PR senkrecht SP {R auf der Achse), so 
ist QR=:z^v. Trage auf der Achse von S aus nach beid^ 
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Seiten ^QB ab, so ergeben sich der Brennpunkt -F und auf 
der von P abgewendeten Seite der Punkt L* der Leitlinie, 
die zu Zr'X senkrecht gew>gen wird. 

Um weitere Punkte der Parabel zu zeichnen, benützt 
man die Eigenschaft der Kurvenpunkte, vom Brennpunkte 
soweit abzustehen als von der Leitlinie. Man zieht zu LL* in 
irgend einem Abstände a die Parallele und beschreibt mit a 
um F den Kreis, der die Parallele in 2 Parabelpunkten U 
und U' schneidet. 




Ohne Benützung von Brennpunkt und Leitlinie wäre eine 
Konstruktion von weiteren Punkten der Parabel folgende: 

Ziehe wie vorhin ÄP und P JJ J_ ÄP. Nehme Ä be- 
liebig auf der Achse äX an und mache AB =z QB (in 
gleichem Sinne), schlage über dem Durchmesser SB den Kreis, 
der die Senkrechte in Ä zur Achse in den 2 Parabelpunkten 
U und U* schneidet. 

Es ist wieder y^ = x - 2p. 



1877. Erste Aufgabe. 

/p2 y2 02 

Das einschalige Hyperboloid x"^" ö" — Tä 
der Verbindungslinie der beiden Punkte: 

AT" =25, y" = i3, ^"=2 



=: 1 wird von 
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in 2 Punkten geschnitten, durch welche je 2 Erzeugende des 
Hyperboloids hindurchlaufen. 

Man bestimme die Coordinaten derjenigen Punkte, in 
denen die Erzeugenden die xy Ebene schneiden. 

Die Gleichungen der Geraden durch die gegebenen 
Punkte sind: 

x — x*= ~ ^ (z — z*) oder hier a; = 24-8^ — 23 

und y — y*=: ^~^^^ (z — z*) oder hier y = \^z—\\, 

z — z 

Setzt man diese Werte in der gegebenen Flächengleichung 

ein , so hat man für die z Coordinaten der 2 Schnittpunkte 

der Geraden und des Hyperboloids: 
36(24^-23)2+16(12-3r— 11)2-9^2 — 144, woraus folgt: 

2_ 43968 _ 20836 

^ ^* 23031 ~ 23031 

7328 + 2V95Ö65 7328 — 2V95065 

und Zi :=■ „r*rrf, 9 Zo IZZ iT^^T, 

x^ =z 24^1 — 23; ojg = Uz^ — ^S 
yi = 12^i— 11; ^2=12^2— 11. 
Die Gleichung der Tangentialebene im Berührungspunkte 

^1, tfu ^1 ist:-^H — ö 16" ^' 

Da die fraglichen Punkte eines Paares von Erzeugenden 
in dieser Tangentialebene und in der xy Ebene liegen sollen, 
müssen ihre Coordinaten der Gleichung unterliegen : 

I. dxxi-^-iyyiz^SG, und da die Punkte auch auf dem 
Hyperboloide und in der xy Ebene liegen müssen, hat man 
auch II. 9^2_[.4^2 — 36. 

Mithin berechnen sich die ^r Coordinaten der a;y Spuren 
des einen Erzeugendenpaares aus der Gleichung: 



Man erhält x 



4yi2 + 9^i2 4yi2 4-9a?^2' 

_ 36 ^1 ± 4 2/1 y9 a:i2 -f 4y^2 _ 36 



9ari24.4yi2 

Statt der linearen Grössen x^ und yi kann man aber 
24-2^1 — 23, beziehungsweise 12^i — 11 schreiben; 9a:i2-^4yi2 
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•4 o^ I 9V ^ X X, Ol, ' A 43968^1 — 20836 
ist 36 -] — y^ und statt ^i^ kann man wieder ^öTjöl 

setzen, wodurch sich ergibt: 

_ 288 ' 23031 ^1 + 22 • 23031 ^i + 24 - 43968^^1 

^~ 32976^1 + 260745 

— 276-23031 + 24-20836 

32976-8^1 + 260745 

,_ 2393826^1 -2285540 

also X — 10992^1 + 86915 
,,_ 2028126^1 — 1952164 

^^ ^ — 10992-^1 + 86915 * 

Da ^1 schon vorliegt, unterliegt es keiner Schwierigkeit, 
die 2 Werte für x zu berechnen. Die zugehörigen Werte für 
y ergeben sich aus I. 

Setzt man im Ausdrucke für x statt £^x den Wert von 
^2i so erhält man die ^Coordinaten der a;y Spuren des zweiten 
Paares von Erzeugenden, während die zugehörigen yCoordi- 
naten sich wieder aus I. ergeben. 

1877. Zweite Aufgabe. 

Eine Parabel zu konstruieren, wenn die Richtung der 
Leitlinie und 3 Tangenten gegeben sind. 

ABC sei das gegebene Tangentendreieck und BT die 
Richtung der Leitlinie. Bei der Parabel bilden die Strahlen 
aus dem Durchschnitte B zweier Tangenten BA und BG 
nach den beiden Brennpunkten mit diesen Tangenten gleiche 
Winkel. Nun ist aber der Strahl nach dem unendlich fernen 
Brennpunkte M als Senkrechte BM von B auf die Richtung 
der Leitlinie BT gegeben. Macht man also -^ OBM=z 
^ABF^ so ist -Bi^ ein Ort für den endlichen Brennpunkt 
der ParalDel. Da durch G wieder 2 Tangenten GA und GB 
an die Parabel gehen, so kann man für F einen zweiten Ort 
erhalten, wenn man diejenige Linie GF zieht, die mit den 
2 Linien GA und GB verwechselt dieselben Winkel bildet 
wie die Senkrechte GM von G auf R T. 

Da nun F bekannt ist, braucht man nur durch F auf 
die Richtung R T der Leitlinie die Senkrechte FX zu ziehen, 
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welche dann die Achse der Parabel ist. Der Gegenpunkt P 
von F bezüglich einer Tangente AB ist ein Punkt der Leit- 



.c 




linie. Die Senkrechte F'F** auf die Achse ist die Leitlinie, und 
man kann jetzt aus dem Brennpunkte und der Leitlinie die 
Kurve leicht konstruieren^ 

Eine andere Lösung ist folgende: 

Der Brennpunkt der Parabel liegt auf dem Umkreise des 
Tangentendreiecks, und jeder Punkt dieses Kreises hat die 
Eigenschaft, dass die Senkrechten von ihm auf die 3 Seiten 
Fusspunkte liefern, die in einer Geraden liegen. Die B\iss- 
punktslinie des Brennpunktes ist insbesondere die Scheitel- 
tangente der Parabel. Da die Richtung derselben gegeben 
ist, so kann man, um den Brennpunkt zu finden, die Auf- 
gabe lösen : Auf dem Umkreise denjenigen Punkt F zu finden, 
für den die Fusspunktslinie der Linie B T parallel wird. Durch 
eine Ecke des Dreiecks, z. B. durch JB, zieht man den Strahl 
jBP J_ JKT und sofort den 2. Strahl BF, der mit den in der 
Ecke zusammenstossenden Seiten verwechselt ebensolche Winkel 
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bildet wie jener, so geht derselbe durch den Brennpunkt F 




auf dem Kreise. Die Fusspunktslinie F'S wird die Scheitel- 
tangente und die Leitlinie ist dann leicht zu finden. 

1877, Dritte Aufgabe. 

Von den Punkten eines Durchmessers eines Kegelschnittes 
werden Senkrechte auf die Polaren der Punkte geföllt; man 
bestimme den Ort der Fusspunkte dieser Senkrechten. 

1) Der Kegelschnitt hat einen endlichen Mittelpunkt. 
AMB sei der Durchmesser, Jlf sein Mittelpunkt, ^Cund 
üjB seien die in den Endpunkten an den K^elschnitt ge- 
legten parallelen Tangenten. Ist Pi irgend ein Punkt des 
Durchmessers, Pi' der vierte harmonische Punkt zu ^, -B 
und P, so läuft die Polare von P durch Pi' und ist parallel 
A C, Die Senkrechte durch Pi auf diese Polare trifft sie in 
Pi", Durchläuft der Punkt Pi den Durchmesser samt seinen 
Verlängerungen, so beschreibt den Punkt Pi' eine Punktreihe 
auf demselben Durchmesser, die der ersten projektivisch ist. 
Sämtliche Polaren werden parallel» ebenso werden sämtliche 
Senkrechten durch, den Punkt Pi auf die zugehörigen Polaren 
unter sich parallel Die verschiedenen Linien Pi'Pi" bilden 
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einen Strahlbüschel mit unendlich fernem Mittelpimkte, ebenso 
die Linien PiPi". Diese Büschel sind aber projektivisch, 
weil sie durch den Durchmesser nach projektivischen Punkt- 
reihen geschnitten werden. Ihr Erzeugnis (Ort der Punkte Pi") 




ist also im allgemeinen ein Kegelschnitt, dem auch die un- 
endlich fernen Büschelmittelpunkte angehören. Zum Punkte M 
als Punkt der ersten Punktreihe gehört als Polare die un- 
endlich ferne Gerade als Strahl des ersten Büschels Pi Pi" 
und diesem entspricht als Strahl des zweiten Büschels die 
Senkrechte durch M auf ÄC (Moo). 

Mithin ist diese Senkrechte eine Tangente im unendlich 
fernen Punkte oder eine Asymptote. Zum unendlich fernen 
Punkte von AB als einem Punkte der ersten Reihe gehört 
als entsprechender Punkt der zweiten Reihe der Mittelpunkt -M, 
also die Polare MÜ\\ÄC (der zum Durchmesser AB con- 
jugierte Durchmesser). Dieser Strahl MU des ersten Büschels 
entspricht aber der unendlich fernen Geraden des zweiten 
Büschels, die durch den unendlich fernen Punkt auf AB geht 
und zu AC senkrecht steht. 

Mithin ist MU wieder eine Kegelschnittstangente, die 
den Kegelschnitt im Unendlichen berührt, d. h. M CT ist die 
zweite Aysmptote. Der Ort des Punktes P'* ist somit eine 
gleichseitige Hyperbel, deren Mittelpunkt M ist und deren 
Asymptoten der zu AB hinsichtlich des gegebenen Kegelschnittes 
conjugierte Durchmesser und die auf letzterem in M senkrecht 
stehende Linie sind. Die Polare des Punktes A, in dem der 
gegebene Durchmesser den gegebenen Kegelschnitt trifft, ist 
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die Tangente A C und der Fusspunkt der von A auf A C 
gefällten Senkrechten ist A selbst. Mithin liegt A auf der 
gleichseitigen Hyperbel. 

Dasselbe gilt für den andern Endpunkt B des Durch- 
messers. Der Ort der Senkrechten geht auch durch die 
Brennpunkte F und F^ des gegebenen Kegelschnittes. Dem 
Schnitte F der Leitlinie des letzteren mit AB entspricht eine 
durch den Brennpunkt F gehende Polare FD parallel M U, 
und da das Strahlsystem für F circular ist, so steht F* F 
senkrecht auf FD und F ist ein Punkt des Ortes, ebenso der 
andere Brennpunkt F^. 

2) Der Kegelschnitt ist eine Parabel. 

Hier entspricht der unendlich fernen Geraden, aufgefasst 
als Strahl des ersten Büschels, wieder die unendlich ferne 
Gerade des zweiten Büschels, weshalb die Büschel perspek- 
tivisch werden und das Erzeugnis (Ort für Pi") eine Gerade 
wird, wenn man von der unendlich fernen Geraden absieht. 




Dies kann man auch auf folgende Weise erklären : 

Da B hier im Unendlichen ist, liegt der zu -4., P und 
^1 harmonische Punkt Pi' so, dass Pj' -4 iz= J. P^. Die Polare 
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Pt Pt** ist parallel der Tangente ÄO in A, mithin hälftet 
die Tangente auch die Linie J\-Pi" senkrecht, und der Winkel 
P^* AG ist gleich dem Winkel CJ.Pi = constant, d. h. sämt- 
liche Punkte Pi^' liegen hier auf derjen^en Linie, die mit der 
Tangente im Endpunkte A des Durchmessers denselben Winkel 
bildet wie letzterer, d. h. auf der Linie, die A mit dem Brenn- 
punkte F verbindet. 



1878, Erste Aufgabe. 

Eine Gerade im Abstände a von einer festen Geraden, 
mit der sie den Winkel a bildet, rotiert um diese letztere als 
Achse. Man soll die Gleichung der entstehenden Fläche auf- 
stellen. 

Nimmt man die feste Gerade OZ zur Z' Achse eines 
rechtwinkligen Systems, diejenige Linie Oö', welche beide 
Gerade OZund^' senkrecht schneidet, zur X Achse desselben, 
während die FAchse auf der Ebene ZX in senkrecht steht, 




so ist 00* = a. Legt man durch emen beliebigen Punkt M 
der ^ Achse die parallele Ebene zur Ebene XF, so schneidet 
sie g in einem Punkte P: Zieht man durch P die Senk- 
rechte PPx auf die XFEbene und verbindet man noch Pi 
mit 0', so steht, weil 0' P senkrecht OX ist, auch CPi 
senkrecht OX. Bezeichnet man OM mit -sr, so ist auch PPt 
=^er, und da PPi mit ^ parallel ist, so ist ^ 0'PPi=zay 
und im rechtwinkligen Dreiecke PPi 0' ist 0'P±=^*tga» 
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Verbindet man noch mit Pi, so ist I. 0P^^= 00*^ 



+PiO'2 = a2 + ^2tg2a. 

Dreht sich g um die Achse OZ, so beschreibt die Seite 
PPi des Rechtecks MPP^O einen geraden Cylindermantel, 
dessen Achse OZ ist, der Punkt Pi beschreibt in der Ebene 
Xr einen Kreis, dessen Mittelpunkt ist, ebenso beschreibt 
3/P einen Kreis, imd für jede neue Lage von OFi^ z. B. für 
OPy! ist OPi'2 = a;2 + 2^2^ also auch H. ÖP^^^x^-^y^, 

Aus I. und n. folgt also die Gleichung der Rotations- 
fläche : x^ -\-y^ ^=1 ä^ -{- J3^ ' tg2 a oder 

ni. j:2 4-y2 — ^Mg2a z=: a2. Die Gleichung stellt ein 
Rotationshyperboloid mit einem Mantel dar. 

1878. Zweite Aufgabe. 

Die Gleichung einer Kurve in rechtwinkligen Coordinaten 
lautet : (x—a)'y^'-^x^ y-\-^x^ = o. 

Man soll a) die Coordinaten 
und Tangenten der etwa vorhan- 
denen singulären Punkte (Doppel- 
Rückkehrpunkte), b) die Lage der 
reellen Asymptoten, c) den unge- 
fähren Verlauf der Kurve angeben. 

Doppelpunkte , Rückkehr- 
punkte und isolierte Punkte einer 
Kurve haben die Eigenschaft, dass 
itire Coordinaten den Gleichungen 

df df 

f(x.y)z=0 ;^z=:ö, ;~ = 

' ^ '^^ dx ' dy 

genügen müssen. 

Hier ist 
I. xy^ — ay^ — 2x^y-\-^x^ = o. 
II. y2__ ixy-^ 60:^ = 0. 
IIL ^xy — 2ay — 2x^=:o. 

Man sucht die gemeinsamen 
Lösungen von IL und III. und sieht 
nach, ob durch sie auch I. er- 
füllt wird. Aus IL und IIL folgt:- 

y^^2xy — &ay = o, 

also y =zo und x = o. 

Sailer, Aufgaben TV. g 
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Femer y = ^a — 2x und 

(6a - ^x)^ — ix{6a — '2 x)'^6 x^ = 
oder x^ — -^ax=. — 2 «2- also x imaginär. 

Der Anfangspunkt ist mithin der einzige singulare Punkt. 

;^— "V- = 2 y — ix=zo für x=zo und // = o. 
dx cy 

%--^ zzz — 4t/ + 12.t^ = für :2; und y = o. 

dx^ 

22 f 

^~ :=z2x — 2 a = — 2a für x = o: d. h. für den An- 
cy^ 

S2 f 32/- 32/ 

fangspunkt ist ^s — ^s— = ^=r-^ ' ^=r4, also ist derselbe ein Rück- 
^ ^ dx dy dx^ d y^ 

kehrpunkt der Kurve. 

Die trigoiiietrischen Tangenten der Winkel, welche die 
Tangenten der Kurve im Ursprünge mit der X Achse bilden, 
bestimmen sich aus der Gleichung: 

dy dx t/2 — ifXy-\-&a^ ,... 

-j^=z — ;^-r-7 r = — -^ — ■ — -_ ^ = --tur.^und^=ö. 

dx ^f{^,y) 2a?«/ — 2ay — 2^2 o 

dy 
Als wahren Wert dieses unbestimmten Ausdruckes 
findet man: 

\ dx } c2/ , c2/ dy , , 

j 5 ^-5 + =i — ^- ■ j— 1 und daraus 

dy dx • cx^ ' ex dy dx 

d^-~^ ^'KyK ~~ ay c^f dy 

\ dy / dy dx dy'^ dx 

dx 



- ] \dx dyf dx^ dy'^ 



„ , dy dx dy~-) \dx dyf dx^ dy^ 

^'^^- d'x~ ; Wf '~' 

dy^ 
Da nach Obigem für.rr und y = o die Quadratwurzel 

S2 f 22 / cly 

verschwindet, ^ ^ = o und ^-^ = — ^a wird, so ist ,--=0, 

ex dy dy^ dx 
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d. h. die Tangente im Rückkehrpunkte fallt mit der XAchse 
zusammen. 

Die Auflösung der Gleichung {x — a) y^ — ^x-y-{-2x^ = o 

nach y ergibt aus y^ i/ = 



y = 



X — a X — a 

X 



x-\- V^ (2 a — X) 
X — a — ' ^ ^ 

Aus der letzten Gleichung erkennt man, dass für negative 
^ die Ordinate imaginär wird , ebenso für ^ >> 2 a. Für 
;rz=2a wird y=r4a, und die einzige zugehörige Ordinate 
berührt im Punkte A die Kurve. Liegt x zwischen 2 a und 

«, so wird V^ (2a — x)<C^X'a^ also 

X — y^ (2 a — x)'^x — ^ X ' a, und da die letzte Diffe- 
renz positiv ist, ist auch die erste positiv, und da auch x — a 
im Nenner des Ausdruckes für y positiv ist, werden beide 
Werte für y positiv. Im Intervalle a? = a bis x=i^a hat 
also die Kurve für jedes x je 2 Punkte mit positiven Ordinaten. 

Für x=:a wird der erste Wert für y unendlich, d. h. 
die Kurve berührt die Parallele zur FAchse im Abstände a 
im Unendlichen. Der zweite zugehörige Wert von y, nämlich 

X'\x — ya:(2a — a;)| ^ q 

— erhält jedoch die Form — . Der Wert 

X — a -^ 

wird gefunden, wenn man Zähler und Nenner des Bruches 

nach X differenziert und für x den Wert a setzt. Man erhält 

2a? — Va; (2a — ^) — ^ • — -==(2a — 2^) und für 

2V^(2a — o;) 

X =ia den Wert a. Also schneidet die zur IT Achse parallele 

Asymptote die Kurve ein zweites Mal in einem Punkte -B, 

der die Ordinate a hat. 

Für Werte von x zwischen o und a wird x-^'^ x{^a — x) 

stets positiv und x — '^ x (2 a — x) negativ, und da der Nenner 
X — a des Wertes von y negativ ist, gehören zu jedem x 
zwei Werte für y von verschiedenen Zeichen und verschie- 
dener Grösse, von denen der positive (absolut genommen) 
kleiner als der negative ist. Während also die positive Ordi- 
nate im oberen Zweige vom Anfangspunkte bis B wächst, 
wachsen die negativen Ordinaten schneller von bis oo, so 

8* 
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dass der untere Zweig wieder die Parallele zur FAchse im 
Abstände a im Unendlichen berührt. 

1878. Dritte Aufgabe. 

Von einem Kegelschnitte sind 5 Tangenten gegeben. 
Man sucht 1) das Gentrum, 2) mit dessen Hilfe die Asymp- 
toten, 3) ohne vorherige Konstruktion des Cenlrums die 
Asymptoten. Die Anzeige der Konstruktionen genügt. 

Die gegebenen Tangenten seien ÄB^ ^^u ^^u ^^t 
und Ai Bi, 

Da der Kegelschnitt dem Vierecke ABB^ A-^ einbe- 
schrieben ist, liegt sein Centrum auf der Verbindungslinie NO 
der Mittelpunkte der Diagonalen AB^ und A^ B. 

Da er auch dem Vierecke BCC^ B^ einbeschrieben ist, 
liegt sein Centrum auf der Verbindungslinie PQ der Mittel- 
punkte der Diagonalen B Ci und B^ C. 

/ 




N und P Q schneiden sich im Mittelpunkte M. Schnei- 
den sich diese Linien nicht, so ist der Kegelschnitt eine Pa- 
rabel. Ttfan hat noch die Aufgabe: Von M aus an den 
Kegelschnitt die Tangenten zu ziehen, was natürlich nur bei 
der Hyperbel möglich ist. Die Verbindungslinien von M mit 
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A^ JB, C etc. schneiden die Tangente A^ B^ in einer Punkt- 
reihe A\ B\ O etc., die mit der Punktreihe A^ JB, C etc., 
also auch mit der Punktreihe A^, B^^ C^ etc. projektivisch 
ist. Die Doppelpunkte der Reihen A\ B*, O etc. und ^i, 
-Bi, Cj etc. geben mit M verbunden die Asymptoten. Zeichne 
also einen beliebigen Kreis und verbinde einen beliebigen 
Punkt L desselben mit den Punkten -d^, J?i, 6^ und mit 
A\ B\ C\ 

Die Schnitte dieser Strahlen mit dem Kreise seien «i, 61, 
C'i und a\ h\ c'. 

ai b* trifft a* b^ in -B, % c* und a' c^ schneiden sich 
in S] BS trifft den Kreis in x und y, 

Lx und Ly treffen A^ C^ in X und Y und ilfX und 
jJf Y sind die Asymptoten. 

Wenn der Hyperbelmittelpunkt nicht zur Ermittlung der 
Asymptoten benützt werden darf, so kann man auf folgende 
Weise verfahren: 

Man verschafft sich ausser den Berührungspunkten F 
und Gl auf den Tangenten AB^ und A^B^ noch den Berüh- 
rungspunkt Z auf der Tangente AA^. AB^ und A^B 
schneiden sich in 6, A Cj und A^ C schneiden sich in c und 
bc schneidet die Träger AB und A^ B^ nach den Berührungs- 
punkten F und 6ri, die den im Schnitte der Träger vereinigten 
Punkten .Fi und G entsprechen. AA^ und BB^ schneiden 
sich in B** und F^ B** schneidet A^ B in Zq und FZq schneidet 
AAi im Berührungspunkte Z. 

Die Büschel F (Fj , G^, Z etc.) und G^ {F, G, Z etc.) 
sind projektivisch und die entsprechenden parallelen Strahlen 
derselben sind die Richtungen der Asymptoten, da sie nach 
den unendlich fernen Punkten der Hyperbel laufen. Um sie 
zu finden, ziehe man durch den Büschelmittelpunkt G^ die 
parallelen Strahlen zu den Strahlen des ersten Büschels: 
Gl Fi\ Gl F und 6?^ Zi und suche die Doppelstrahlen der 
aufeinander liegenden Büschel Gi (F, G, Z) und öi (Fi' F, Z^\ 
Man schlägt also durch den gemeinsamen Mittelpunkt Gi 
einen beliebigen Kreis. Derselbe schneidet die angegebenen 
Strahlen des ersten Büschels in den Punkten -P, G\ Z und 
die Strahlen des zweiten Büschels in -FW öj', Zi, Die 
Tangente in F* oder Gi (die Punkte fallen zusammen) trifft 
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G* F^* in l/, Gl' Z' schneidet G' Z^ in F und VV trifft den 
Kreis in den Punkten W und X, die mit G^ verbunden die 
Richtungen der Asymptoten liefern. 






j1 



1 1. 




Um diese selbst zu finden, kann man folgenden Hyper- 
belsatz benützen: Verbindet man 2 feste Hyperbelpunkte Z 
und 6?! mit allen Punkten eines Hyperbelzweiges, z. ß. mit 
F etc., so schneiden diese Linien auf einer Asymptote, z. B. 
auf der zu G^ X Parallelen Stücke von constanter Länge aus. 
Verbindet man insbesondere den auf der 2. Asymptote ge- 
legenen unendlich fernen Punkt mit Z und 6?^ , so ist dieses 
constante Stück auf G^X. in seiner wahren Grösse als G^Z^ 
projiciert. Wird als beweglicher Punkt F genommen, so kennt 
man vom Dreiecke FZ'' G*'\ das die eine Asymptote mit den 
Linien FZ und FG^ bildet, die Seite Z''G''' = G^Z\ den 
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Winkel FÖ'^'Z^'' = Winkel FG^X und den Winkel FZ'' G*'' 
als Winkel von FZ gegen G^X, Zur Konstruktion des Drei- 
ecks gelangt man einfach dadurch, dass man durch den schon 
bekannten Punkt Z' die Parallele Z' F'' zu FZ zieht, die 
FG^ in F'' trifft, und FZ'' = FZ' und FG'" = F'G^ macht. 
Z"'G"' ist dann die erste Asymptote. 

Die Hyperbelsehne FZ schneidet die erste Asymptote 
in Z" ; sie schneidet die 2. Asymptote in einem Punkte Z"", 
der so liegt, dass ZZ" = FZ"", Macht man also FZ'" 
= ZZ" und zieht man durch Z"" die Parallele zu G^ W, 
so hat man auch die 2. Asymptote. . 



1879. Erste Aufgabe. 

Es ist die Gleichung gegeben: mxy -{-nx^-]- Cy:s=: C. 

Was für eine Fläche stellt diese Gleichung dar und unter 
welcher Bedingung wird sie Rotationsfläche: 

Die Coordinaten des etwaigen Mittelpunktes bestimmen 
sich aus den Gleichungen: 

mx-\- C^ =zo 
Ctj=o 



nx 



woraus sich ergibt : x r=z -^ =: o 





^ '2mnC 


^ = 7i F* = ^r 

2 mnC 
wenn C nicht o ist. 

Die Fläche hat also, wenn C nicht o ist, einen Mittel- 
punkt, der mit dem Anfangspunkte des Systems zusammen- 
fällt. Ist Cz=o, so ist die Gleichung der Fläche ^r (mt/+n^)' 
= und letztere zerfällt in die Ebenen x=o und my-^n^^izo, 

Ist C nicht gleich o, so kann die Fläche nur einem 
Hyperboloide angehören, da sie von der XFEbene nach einer 
Hyperbel geschnitten wird, deren Gleichung mxy=z C ist. 

Um zu unterscheiden, welchem der beiden Hyperboloide 
die Gleichung angehört, seien 
X z=^ az und 
y z=^ ßz die Gleichungen einer durch den Mittelpunkt der 
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Die Fläche hat dann unendlich viele Mittelpunkte, die 
auf der in der X FEbene liegenden Geraden nx-\-Cy=zo sich 
befinden, und ist demnach ein Cylinder und zwar ein hyper- 
bolischer, weil der Schnitt der TZEbene die Gleichung y^=l 
hat, also eine Hyperbel ist. 

1879. Zweite Aufgabe. 

Von einem Punkte an einen durch 5 Punkte gegebenen 
Kegelschnitt die Tangenten zu ziehen. 

Ist aS der Punkt, durch den die Tangenten gehen sollen, 
und sind Ä, B, C, D und E die 5 Punkte des Kegelschnittes, 
so kann man sich leicht linear diejenigen Punkte suchen, wo 
die Linien SA und SB den Kegelschnitt zum zweiten Male 




'^^ \ 



schneiden. Dann kann auch leicht die Polare des Punktes S 
hinsichtlich des Kegelschnittes ermittelt werden, und sucht 
man endlich die Schnittpunkte der Polaren mit dem Kegel- 
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schnitte auf und verbindet man diese Punkte mit S, so er- 
geben sich die gesuchten Tangenten. 

Die Lösung ist mithin folgende : 

Im Sechsecke ADGBEA* schneiden sich: 

AD und BE in B 

BC und SA m Q 

DC und RQ in T 
und ET und AS im Kegelschnittspunkte A* auf AS. 

Ebenso schneiden sich im Sechsecke BECADB*: 

CA und SB in U 

AD und EB in R 

CE und ÜB in F 
und VD schneidet SB im Kegelschnittspunkte B'. 

A*B* und AB schneiden sich in W, 

AB* und A*B schneiden sich in X, und WX ist die Po^ 
lare des Punktes S hinsichtlich des Kegelschnittes und enthält 
die Berührungspunkte. 

Legt man einen beliebigen Kreis durch A^ so schneiden 
die Verbindungslinien von A mit den Punkten B^ B* und C 
die Linie XW in den Punkten TF, X und Y und den Kreis 
in den Punkten W\ X* und F. 

Die Verbindungslinien von A* mit denselben Punkten B^ 
B* und G schneiden die Polare in den Punkten X, W und T^ 
und die Verbindungslinien dieser Punkte mit A geben auf dem 
Kreise wieder die Punkte X\ W\ Y^\ 

Ti' X' und F W' schneiden sich in N, 
Fl' W und F X' schneiden sich in M, 
MN schneidet den Kreis in P' und L\ 
A P und A V schneiden die Polare in P und L und 
SP und SL sind die gesuchten Tangenten. 

Die Punktreihen WX Y und X TF F^ müssen hyperbo- 
lisch sein, wenn die Konstruktion mögüch sein soll, weil nur 
dann auf den Polaren Doppelpunkte existieren. 

Fielen die Punkte P' und i' auf dem Kreise zusammen, 
so läge 8 auf dem Kegelschnitte selbst, und es gäbe nur eine 
Lösung. 
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1880. Erste Aufgabe. 

Auf 2 sich in schneidenden Geraden sind 2 feste Punkte 
Ä und Bi gegeben. OÄ sei gleich a, OBi = b, Sind nun 
N und Ni irgend 2 Punkte respektive auf OA und OB^ ge- 
legen, und ON=n' a, ONi = nib, welche Relation muss 
zwischen n und n^ bestehen, wenn der Durchschnittspunkt 
M von Bi N und Ä N^ die Parabel beschreiben soll , welche 
die Geraden OA^ OB^ in A und B^ berührt? 

Sind OA und OB^ Tangenten an eine Parabel, A und 
Bx die zugehörigen Berührungspunkte und 0' der Mittelpunkt 
der Berührsehne AB^^ so ist 00' die Richtung der Parabel- 
achse (ein Durchmesser). Bezeichnet man den unendlich fernen 
Punkt der Parabel auf 00' mit Uco und ist M ein Punkt 
der Parabel, so ist der Strahlbüschel A (OBiUooM) projek- 
tivisch dem Strahlbüschel ^i {AOU<x>M). Diese Büschel 
werden von den Geraden OB^ und OA aufgefangen und es 
entstehen die projektivischen Punktreihen 0, JBi, üi, N^ und 
A, 0, U, N. Mithin ist das Doppelverhältnis (0, B^, üj, N^) 




= dem Doppelverhältnisse (A^ 0, U, N), wobei wegen BiO' 
= O'A noch B^0= OU^ = b und 0Ü=: OA = a ist. 
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. OV^ ON, AU AN ^ 

Es muss also sein : p tt '- ü-^ir" = TTrt • -mä- oaer 

B^ Ui B^Ni ü ON 

b_ ON^ _2a a—ON 

U'h—ON^~ a • ON ' 

^ON^ _ a—ON 

b^ON^~ <2 0N 
3. ON' ON^ = ab — aON^ — bON. 

Setzt man ON=n'a und ON^znzn^b^ so kömmt 
3HWi=rl — (n-|-*ii), wobein positiv zu nehmen ist, wenn N 
in der Richtung OA liegt und negativ, wenn es in der Ver- 
längerung von OA über hinaus liegt. Ebenso ist n^ po- 
sitiv, wenn N^ in der Richtung von nach B ist, und- ne- 
gativ, wenn ^i in der Verlängerung von OB^ über 
hinaus liegt. 

Beschreibt der Punkt M die Parabel, so liegen die Punkte 
N und Ni auf ihren Tangenten durch so, dass obige 
Gleichung erfüllt ist, und umgekehrt, ist obige Gleichung er- 
füllt, so beschreibt der Durchschnitt von AN^ und B^N eine 
Parabel. 

1880. Zweite Aufgabe. 

Giegeben sind in der Ebene 2 feste Punkte P, Q und 
2 durch den Punkt P gehende feste Gerade a und b. 

Welche Kurve umhüllen die Verbindungslinien der beiden 
weiteren Schnittpunkte, welche die durch P und Q gehenden 
Kreise je auf a und b ausschneiden? 

Die Kreise durch P in Q schneiden die Geraden a 
und b zum zweiten Male in je 2 Punkten Pi und B^ so, 
dass jedem Punkte R^ auf a ein und nur ein Punkt P^ auf 
6 entspricht und timgekehrt zu jedem Punkte Pi auf b ein 
und nur ein Punkt R^ auf a gehört. Mithin sind die Punkt- 
reihen Pi und P2 auf b und a projektivisch, und die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte berühren einen Kegel- 
schnitt, an den auch die Träger a und b Tangenten werden. 
Unter den Kreisen befindet sich auch derjenige, der a im 
Punkte P berührt. Er schneidet b im Punkte Pi, der auf b 
dem Punkte P von a entspricht. Der Kreis durch Q, der b 
in P berührt, schneidet a in demjenigen Punkte Pg, der dem 
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Punkte P der Reihe auf h entspricht. Der gesuchte Kegel- 
schnitt berührt also die 2 durch P gehenden Strahlen et und h 
in denjenigen Punkten, wo die durch Q gehenden und die 




Strahlen a und b berührenden 2 Kreise den entsprechenden 
Strahl berühren. Der durch P und. Q gehende unendliche 
Kreis schneidet die Träger zum zweiten Male in ihren un- 
endlich fernen Punkten. Die Verbindungslinie derselben gibt 
die unendlich ferne Gerade als Tangente des Kegelschnittes. 
Mithin ist letzterer eine Parabel mit dem Tangentenpaare a 
und 6 und den zugehörigen Berührungspunkten Pa und Pi- 
Bezeichnet a den .Winkel der Tangenten a . und .6, so ist 
^PQP2 als Peripheriewinkel im Kreise. PP2Q gleich dem 
Tangential Winkel a. Ebenso ist ^P^Pi = a und deshalb 
Q der Brennpunkt der Parabel. Die Senkrechten vom Brenn- 
punkte ^ auf die Tangenten» und b schneiden letztere in 
U und T und UT ist die Scheiteltangent^ der Parabel. Ver- 
längert man die Senkrechte QS auf : letztere über S hinaus 
um sich selbst bis S' und zieht man dijrch S' die Parallele 
zu ÄP, so hat man c^ie Leitlinie der .Parabel und kann nun 
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aus Brennpunkt und; Leitlinie leicht den Ort punktweise kon- 
struieren. 

1880. Dritte Aufgabe. 

Die Gleichung derjenigen Fläche aufzustellen, welche 
durch Bewegung einer Geraden entsteht, die längs zweier zu 
einander senkrechten windschiefen Geraden gleitet, in dem sie 
einen constanten Winkel mit der einen von ihnen bildet. 

Nimmt man die Gerade, mit der die Ortslinie den ge- 
gebenen Winkel a bildet, als ^Achse und lässt man die zweite 
Gerade mit der Ebene der X Y zusammenfallen, so läuft diese 
zweite Gerade mit der FAchse parallel. Die Projektion einer 
Erzeugenden, die die ZAchse im Abstände ^' von schneidet, 
auf die X ZEbene geht durch den Ursprung und hat die 
Gleichung: 

PP 

y = — — -, wobei P der Schnitt der Erzeugenden mit der 

^FEbene, PPi senkrecht X ist und a den senkrechten Ab- 
stand der zwei windschiefen Geraden vorstellt. 




Aber 0P=^' i^a und PP^ = + V^'2 . \^2cc — a^^ also 
hat man: ^ 

l.y = ^^ ^ — r. 

a 

Die Projektion der Erzeugenden auf die XZEbene ist 

ZPinnd hat in derselben die Gleichung: 

^' ■ 

II. J^=z X-f-Z\ 

a 
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Eliminiert man aus den Gleichungen I. und IL den Pa- 
rameter z\ so erhält man die Gleichung der erzeugten Fläche. 

Aus IL folgt z* = -^^ 

a — X 

und L gibt y^'a^ = x^^ l _ ig^q — a^j 

oder (a — x)^ (p^^-^-y^) =x^' z^ - tg^ a als Gleichung der ge- 
suchten Fläche. 



1881. 

1) Ein Kegelschnitt V ist dem Viereck YMA^ T' ein- 
beschrieben; ein zweiter Kegelschnitt TT dem Viereck ZM^j Tj", 
welches mit dem ersten Viereck die 3 Ecken YMAi gemein- 
sam hat. Man beweise, dass das 2. Paar gemeinsamer Tan- 
genten der beiden Kegelschnitte V und W sich in einem 
Punkte Z auf der Geraden Y* Yi" schneidet. 

2) Wie lautet der dualistisch entsprechende Satz? 

3) Wie lautet der erste Satz, wenn Y und A^ die un- 
endlich entfernten imaginären Kreispunkte sind? 

Die ersten gemeinsamen Tangenten YM und A^ M be- 
stimmen mit dem zweiten durch Z gehenden Paare das Vier- 
eck MBZC^ das jedem der beiden Kegelschnitte unbeschrieben 
ist. Aus der fünften Tangente Y* A^ des ersten Kegelschnittes 
kann man sich die sechste YY" auf folgende Weise entstanden 
denken : Die 2 als Träger gedachten festen Tangenten YMB 
und A^MCi werden von den übrigen Tangenten nach projek- 
tivlschen Punktreihen geschnitten. Die gemeinschaftliche 
Tangente C^Z schneidet die Träger in (7, beziehungsweise 
6i, die gemeinschaftliche Tangente ZB^ schneidet sie in B, 
beziehungsweise B^ , die fünfte Tangente schneidet sie in A 
beziehungsweise A^. C\B schneidet dann CB^ in S und 
C\A schneidet CA^ in T. C^ Y schneidet ST in U, CU 
schneidet den Träger C^ A^ in Yi und Y^ Y ist die sechste 
durch Y gehende Tangente an den ersten Kegelschnitt. 

Durch dieselbe Konstruktion ergibt sich zur fünften 
Tangente Y^^Ai des zweiten Kegelschnittes die sechste YYi'. 
Dieselben 2 Träger wie oben werden wieder von den gemein- 
schaftlichen Tangenten in C, beziehungsweise (7^, in -B, be- 
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ziehungsweise J9i, von der fünften Tangente in A* und A^ 
geschnitten, und der perspektivische Durchschnitt der Büschel 
(\ und Cgeht wieder durch 8 und durch den Schnitt T* 




von CA^ und C^A\ ST schneidet Q T in ?? und CV' 
schneidet den Träger A^ C^ im Punkte Y\ und Fj' T Y^'* 
ist die 6. Tangente. 

Würde man noch mehrere Kegelschnitte der Schaar be- 
stimmen, so würden die fünften durch A gehenden Tangenten 
Ai Y*\ Ai Yi" etc. und die sechsten durch Y gehenden ent- 
sprechenden Tangenten YY** ^ YY^** projektivische Büschel 
bilden, weil der zweite aus dem ersten dadurch hervorgeht, 
dass seine Strahlen von Geraden aufgefangen, die Punktreihen 
mit anderen Punkten verbunden werden, die so entstehenden 
Strahlen wieder von Geraden aufgefangen werden etc. 

Aber unter den Kegelschnitten der Schaar befindet sich 
einer, dessen fünfte durch A^ gehende Tangente A^ Y ist: 
Die entsprechende 6. Tangente durch Y fällt nach obiger 

Sailer, Aufgaben IV. o 
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Konstruktion mit YÄ^ zusammen. Der durch S gehende 
perspektivische Schnitt der Büschel C und C^ geht hier, weil 

Y und Ai entsprechende Punkte der Träger sind, durch den 
Schnitt T" von C\Y und CA^; ST" wird hier von C^Y 
in T" geschnitten und CT* schneidet den 2. Träger in A^, 
so dass als sechste Tangente wieder YA^ entsteht. Weil 
also unter den Strahlen der projektivischen Büschel Ä^ 
(F" Fi" etc.) und Y (Y" Y^" etc.) ein Paar A^ Y sich selbst 
entspricht, so sind die Büschel perspektivisch, d. h. die durch 
Ai , beziehungsweise Y gehenden fünften und sechsten Tan- 
genten der Kegelschnittschaar schneiden sich sämtlich auf 
einer Geraden Y* Y^". Wählt man endlich einen Kegelschnitt 
der Schaar, so dass seine 5. Tangente A-^^Z wird, so degene- 
riert derselbe in das Punktepaar MZ^ weil durch Z dann 3 
Tangenten gehen. 

Die durch Y gehende 6. Tangente des Kegelschnittes 
muss also auch durch einen der Punkte Z oder M gehen. 
Durch M geht sie aber nicht, weil der Strahl YM des 
2. Tangentenbüschels einem Kegelschnitte entspricht, der die 
4 Grundtangenten hat und die eine davon, nämlich MB, in 

Y berührt. Mithin ist die sechste Tangente YZ d, h, Y^" I" 
geht durch Z, 

2) Der dualistische Sat2 lautet: 

Zieht man durch 2 von den Grundpunkteri A, B, C 
und D eines Kegelschnittbüschels, z. B. durch A und B be- 
liebige Geraden a uiid ft, und lässt man durch einen beliebigen 
Punkt X der ersten Geraden einen beliebigen Kegelschnitt 
des Büschels gehen, so schneidet er die 2. Gerade in einem 
6. Punkte F, und die Verbindungslinie X F läuft, wenn X 
auf der ersten Geraden wandert, fortwährend durch einen 
festen Punkt auf der Verbindungsgeraden der beiden andern 
Grundpunkte. 

3) Sind F und A^ die unendlich fernen Punkte der Ge- 

i^/i^" ^^^ ^"^ ^1^^' ^^ werden die fünften Tangenten zu 
MB parallel und die 6. Tangenten der Schaar werden M(\ 
parallel, und diese 5. und 6. Tangenten der verschiedenen 
Kegelschnitte der Schaar schneiden sich wieder in Punkten 
^" ii" etc., die auf einer durch Z gehenden Geraden liegen. 
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Oder: Die zu zweien der Grundtangenten einer Schaar 
gezogenen parallelen Tang'enten eines Kegelschnittes der 
Schaar schneiden sich in Punkten einer durch den Schnitt 
der andern Grundtangenten gehenden Geraden. 



1882. Erste Aufgabe. 

X2 y2 ^2 

Ein einschaUges Hyperboloid -2 + 72 2 ^^ ^ ^^^ ^' 

geben. Man beweise analytisch, dass eine Tangentialebene e 
des Asymptotenkegels aus der Fläche 2 Gerade ausschneidet, 
die unter sich und zu der Berührungskante des Asymptoten- 
kegels parallel sind. Wie lässt sich durch einfache synthe- 
tische Ueberlegungen diese Eigenschaft des Hyperboloides 
voraussagen ? 

Verbindet man die Gleichung des Hyperboloides mit der 
Gleichung urgend einer auf der X F Ebene senkrechten Ebene, 
also mit y =: mx -{- a und eliminiert man aus beiden 
Gleichungen y, so ergibt sich für die X0 Projektion des 
Schnittes der 2 Gebilde: 

Soll der Schnitt ein geradliniger sein, so^muss auch 
diese Projektion ein Linienpaar werden und obige Gleichung sich 
in 2 Gleichungen vom ersten Grade zerlegen lassen. Hiezu 
ist notwendig, dass zwischen den noch willkürlichen Grössen 
« und m eine Relation stattfindet, die bewirkt, dass der 
Klammerausdruck ein vollständiges Quadrat ist. 

Dieselbe i st (a2m2-[- Iß) («2 _ J2) — «2 m2 cg2, wora us folgt : 
a = + ya2 m2 -f- Iß und yz=:mx±'^a^ m2-|-^2 

- , z ySa^m'^-yV^ . am 

und + --=z^ ~ — x-{--j-, 

~ c ab '6 

Dies sind also die Gleichungen zweier Geraden, die 
ihrer ganzen Ausdehnung nach in der Fläche des Hyperbo- 
loides liegen, und aus der Unbestimmtheit der Grösse m er- 
kennt man, dass auf dem Hyperboloide unendlich viele Ge- 
radenpaare gezogen werden können. 

9* 
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Der Kegel, dessen Gleichung auf dieselbe Achse bezogen: 

^2 y% ^2 

-^ 4" i2 2 ^^ ^' ^^ ^'^ elliptischer Kegel, dessen Mittelpunkt 

der Anfangspunkt des Systems ist und dessen Achse mit der 
Z Achse zusammenfällt, was man leicht erkennt, wenn man 
für -8^ oder irgend einen andern Wert setzt Dieser Kegel 
steht in naher Beziehung zu dem obigen Hyperboloide. Die 
Hauptschnitte des Kegels mit den Ebenen der xis und yz 

ergeben sich aus den Gleichungen -^ 2^^^ ^^^^ a? = + — 5 

y2 ^2 6 

und ^ s = ö oder «/ = + -^* 

Sie sind 2 sich im Coordinatenanfangspunkte schneidende 

Geraden, und aus den Coefficienten der linearen Gleichungen 

erkennt man, dass diese Geraden die Asymptoten der beiden 

hyperbolischen Hauptschnitte des Hyperboloides sind. Letztere 

x^ z^ 
sind nämlich Hyperbeln mit den Gleichungen : -^ 2^^^ 

y2 ^2 

Ein Schnitt parallel zur ^«/ Ebene in der Entfernung h 
schneidet den Kegel in der Ellipse mit der ^z;«/ Projektion 

x^ , y^ h^ ^ TT lu !> «^ j I. 6Ä . ^ 

-s + T^ = -5, deren Halbachsen % zzz — und 01 = — smd. 

Dieselbe Ebene schneidet das Hyperboloid in einer 

X^ y2 Ji2 

Ellipse, deren ^rt/ Projektion die Gleichung -^ + t^ 2^^ 

hat und deren Halbachsen a* = — '^h^-\-c^ und 

6' — — y"P+^ sind. 

d C 

Der Unterschied a' — a^ ist -. und 

yA2_^c2-fÄ 
yÄ2+c2+Ä 

Diese Differenzen bleiben immer positiv, woraus man 
ersieht, dass der Kegel innerhalb des Hyperboloides liegt. 



— 133 — 

Wenn h unendlich wird, so werden die Differenzen unendlich 
klein, d. h. der Kegel nähert sich dem Hyperboloide unendlich, 
ohne dass er es je trifft, weshalb er auch Asymptotenkegel 
genannt wird. 

Schneidet man den Asymptotenkegel durch eine die 
^ Achse enthaltende Ebene y = mx^ so erhält man als Pro- 
jektion des Durchschnitts auf die a;^ Ebene 

~ c ab ' 

und die Gleichungen einer der Erzeugenden des Kegels sind: 

y = mx 

, . Va2m2-fP 

und + — 1=^ r-! — X. 

"^ c ab 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen 
des Schnittes einer zur ipy Ebene senkrecht stehenden Ebene 
mit dem Hyperboloide, so erkennt man, dass die erzeugenden 
Geraden des Kegels mit den Geraden des Hyperboloides pa- 
rallel laufen 

Nach diesen Bemerkungen über das einschalige Hyper- 
boloid und seinen Asymptotenkegel wollen wir die Lösung der 
Aufgabe beginnen: 

Wählt man auf dem Kegel einen beliebigen Punkt, dessen 

1 

^Coordinate vielleicht — ist, so wird 

m 

2/=l und -srz= ry62_{_a2m2 

mab ' ' 

wobei das Zeichen -}- 5n der Gleichung der Erzeugenden ge- 
nommen ist. 

Die Gleichung der Tangentialebene e in diesem Kegel- 
punkte wird dann: 

I. -^ + ^ l_ya2m2 + 62 — 0. 

ma2 ' o2 mabc 

Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung des Hyper- 
boloides 

/p2 y2 jg2 

IL -^7 4- TTT s- = 1 hat man ^ zu eliminieren , wenn 

a2 62 c2 

man die Gleichung der a:y Projektion der Schnittkurve zwischen 

Tangentialebene und Hyperboloid finden will. 
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Man erhalt: b^(^^-i-a^y2 IL ^ ' 9_ 

= a2Aa oder y=:ma; + ya2m2-[-6a^ 

Der Schnitt hat also zur XFProjektion ein Linienpaar, 
das mit der X Achse Winkel bildet, deren trigonometrische 
Tangenten m sind, und da auch die Projektion der Erzeugenden 
y:=mx mit der X Achse einen Winkel bildet, dessen Tangente 
m ist, so sind die ^t/ Projektionen der Linien des Paares unter 
sich und den Projektionen der Erzeugenden, durch welche die 
Tangentialebene e gelegt wurde, parallel. 

Weil ferner das Paar der Tangentialebene angehört, ist 
erwiesen, dass das Paar unter sich parallel ist. 

Die Elimination von y aus L und II. gibt: 

y z:zz — ^ — ■ -^ 

^ ma^c ' 

also ^2^2-1» ^i-J L^ i js2a^=za^c^ 

' m2a2 

oder (cx'^m^ä^-^-b^ — abjsfy^zä^m^c^ 

c^m^a^-A-b^ , mc 

oder ^ = — 5—' • X + ^-. 

aö -^ 

Mithin ist die ^^ Projektion des Schnittes von e mit dem 
Hyperboloide wieder ein paralleles Linienpaar. Ausserdem ist 
nieder jede Linie des Paares der ^-e^ Projektion der Erzeugen- 
den parallel, da letztere -sr := — ?! j~~ ' ^ ^^^ Gleichung hat. 

Da nun die Projektionen der 2 gemeinsamen Geraden der 
Tangentialebene und des Hyperboloides in der ^^ Ebene so- 
wohl als auch in der ^-s^ Ebene den entsprechenden Projektionen 
der beliebigen Kegelerzeugenden (m beliebig) parallel sind, so 
folgt, dass die Linien des Paares der Mantellinie des Asymp- 
totenkegels parallel sind, durch weldien die Tangentialebene € 
gelegt wurde. 

Diese Eigenschaft des einmanteligen Hyperboloides lässt 
sich voraussagen, wenn man bedenkt, dass der unendlich ferne 
Punkt der Kegelmantellinien zugleich Punkt des Hyperboloids 
ist und folglich nach diesem unendlich fernen Punkte der 
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Mantellinie 2 Geraden des Hyperboloids laufen, die parallel 
sein müssen. 

1882. Zweite Aufgabe. 

Wenn die Hauptachsen zweier Kegelschnitte beziehungs- 
weise parallel laufen, so liegen ihre 4 Durchschnittspunkte 
auf einem Kreise. Dieser Satz ist zu beweisen. 

I. Fall. Die Centralkegelschnitte seien Ellipsen. 

Nimmt man die Achsen des ersten Kegelschnittes zu den 
Achsen eines rechtwinkligen Systems, während der Mittelpunkt 
des zweiten Kegelschnittes die Coordinaten m und n hat, so 
sind die Gleichungen der Kurven: 

1. — + |-zzzl oder xH^-^y^a^ = an^ 

und II. {x — m)2 ft^s -\-{y — nf a^^ = a^^ b^^. 

Durch Elimination von y^ aus beiden Gleichungen ergibt 
sich: III. X2(ai2 62__ft^2a2)_|_2a2fei2^a: + 2a2ai2w«/=:a2ai262 

— a2 ai2 6^2 _|_ «2 m2 b^^ + a^ a^ rfi 

und durch Elimination von x^ : IV. y^ {a^ b^^ — a^ b^) -\-<ib^b^^mx 

'\-2ai^b^ny=za^ 62 b^2 _ «^2 ^2 ft^2 j^ J2 b^2 y^i \. a^2 ja ^2, 

also Gleichungen, denen die Coordinaten der gemeinsamen 
Punkte der Kegelschnitte genügen müssen. Subtrahiert man 
IV von III, so erhält man eine neue Gleichung, der die Coor- 
dinaten der gemeinsamen Punkte wieder genügen müssen. 

Man findet: 

x2 (ai262_ft^2a2)-f-t^2(aj2t2_j^2a2)^2^ft^3^ (a2 — 62) 

+ 2 n a^ y {a^ — 62) = a^ a^ {Jß—b^-^n^) -f 62 61 2 (a2_ai2 -f ^2) 

+ a2m2 6i2-f ai2 62n2! 
Diese Gleichung stellt aber ein Kreis vor, da die Fak- 
toren von ^2 und y^ gleich und von gleichem Zeichen sind. 

II. Fall. Die Kegelschnitte seien Hyperbeln. 

I, ^2 62_^2a2 = a2fc2^ 

II. x'^b^^y'^a^ — 'ib^mx-\'^a^ny=.a^b^—m^b^^ 

4- w2 a^. 
m. «/2 {a^ 62 — a2 6i2) + 2 62 6i2 m o; — 2 a^ b^ny = aH^ 6^2 

— ai2 62 6^2 -f- ^2 62 6i2 — rfi a^ 62. 

IV. ä;2(ai2 62— a2 6i2)_]-2a2 6i2m:r — 2a2ai2nyz=a2ai2 62 

— a2 ai2 6i2 -|- a2 m^ b^ — a^ a^ w2. 
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Durch Addition von III. und IV. findet man: 

x^ (a^ 62 _ a2 fej2) _^ ^2 (aj2 &2 _ «2 6^2) _f- 2 m 6i2 («2 _^ 62) 

— 2ai2ny(a2-|-62) — ^ 

also wieder die Gleichung eines Kreises. 

III. Fall. Ein Kegelschnitt ist Hyperbel, der andere Ellipse. 

I. a;2 ft2 _ J2 y2 — «2 ^2, 

IL x^\^-\-a^y'^ — '!Lh^mx — 'la^nyz=ia^h^ -m^h^ 

— n2 a^. 
Die Elimination von x^ liefert III. y^ (a^ h^ + a^ h^) 
— 2 iß b^^ mx — ^ai^ b^ ny = a^ b^ b^^ — b^ b^^ m^ — b^ ^2 n^ 

— a2 &2 b^2 

und die von y2: iv. x^ {a^^b^-^a^b^^) — ^a^bi^mx — ^a^a^^nij 

= a^a^^b{^ - a2 m^ b^^ — a^ a^^ n^ + a^ ^2 &2 
und durch Addition von III. und IV. ergibt sich: 

x2 (a^2 62 _|_ a2 6^2) ^ y2 (ai2 62 _^ a2 b^^) -^^b^^mx (ofi + 62) 

"""" ... ■-^— .••«•• * 

also wieder die Gleichung eines Kreises. 

1882. Dritte Aufgabe. 

Von einem festen Punkte ziehe eine Gerade, welche 

2 gegebene Ebenen in den Punkten A, B trifft. Auf dieser 

1 1 

Geraden bestimme man einen Punkt X, so dass ttv^^tti 

1 
~^'0K ^^^ ^^^ ^^^ ^^* ^^^ Punktes X, wenn die Gerade 

sich um bewegt? 




OA • OB 

Aus der Gleichung für X folgt : X = nji OB ' 
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Bezeichnet Y denjenigen Punkt, der zw A^ B und 

harmonisch ist, so ist O i = -rn—\ — tv^- 

OÄ -j- OB 

Bewegt sich die Gerade um 0, so liegt der Punkt Y 
auf derjenigen Ebene, die durch den Schnitt s der gegebenen 
Ebenen geht und harmonisch ist zu den 3 Ebenen sA, sB 
und s 0, und die Punkte X halbieren die von nach dieser 
Ortsebene gezogenen Strahlen; mithin ist der Ort für X die- 
jenige Ebene, welche den senkrechten Abstand des Punktes 
von der Ortsebene senkrecht halbiert. 

Um die gesuchte Ebene zu zeichnen, stelle man die 
Schnittlinie s der 2 gegebenen Ebenen senkrecht auf eine 
Tafel Ti, so dass sich die 2 Ebenen als die Geraden % und 
^1 projicieren. Durch den Riss Oj des Punktes ziehe man 
in der Tafel 2 beliebige Geraden, die % in A^ und A^ und 
*! in JBi und B^' schneiden. Ziehe A^' B^ und A^ B^' die 
sich in Fi schneiden, s^ Y^ ist dann der Riss der Ortsebene 
für X, Ziehe 0^ Y^' senkrecht s^ Fj, so dass Oi Y^* der Ab- 
stand des Punktes 0^ von *i Y^ ist. Ziehe durch den Halbie- 
rungspunkt ikfi von Ol Yi' die Parallele x^ zu s^ Y^ , so ist 
^1 der Riss der auf der Tafel senkrecht stehenden Ortsebene 
für X. Fällt in eine der Ebenen selbst (aber nicht auf 5), 
so fällt auch der Ort für X mit dieser Ebene zusammen. 



1883. Erste Aufgabe. 

Man soll die beiden Geraden einzeln bestimmen, welche 
durch den auf der Oberfläche x^ — 2/2-|-4^y — 2-e^= ge- 
legenen Punkt x=Ly=z\^ -8^ = 2 hindurchgehen. 

Die Gleichung der Tangentialebene im Punkte x\ y\ z' ist: 

_i. (^ _ ^') -|_ _i.^ (^_2/')_(^_;S'') = o oder 

(;r' + 2«/0 (x — a;')-f (2^' — ^0 {y — y') — z -^ z' = 0, 
und wenn man die gegebenen Werte für x\ y\ z' setzt: 

'ix^y-^z=i^. 

Der Schnitt dieser Ebene mit dem Hyperboloide, dessen 
Gleichung x^ — ^^ + 4^«/ — 2 ^ = ist , ist ein Linienpaar, 
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dessen X Y Projektionsgleichung gefunden wird, wenn man aus 
beiden Gleichungen z eliminiert. Man findet: 

^^ — y^ + 4a?y — ^x — 2y-|-4 = o und hieraus durch 

Auflösung nach x 

^ — — (2^/ — 3) ± y5«/2_fö^_^5 oder a;=ii:3— 2 «/± (^— 1)^5. 
Mithin haben die 2 Geraden die XFGleichung: 
I. x-^y (2— V5) = 3 — VS. 
IL x-\-y (2-f V5) = 3+V5. 

Um die FZ Gleichung der ersten Geraden zu finden, 
nimmt man aus I. den Wert von x und setzt ihn in der 
Gleichung der Tangentialebene ein, wodurch sich ergibt 

I. y (3V5 — 5) — -srz=i3V5~7. 
Ebenso findet man als FZ Gleichung der 2. Geraden: 

IL 2/(5 + 3V5) + -2r = 7 + 3V5. 

1883. Zweite Aufgabe. 

Ein Kegelschnitt sei bestimmt durch ein gegebenes 
Polardreieck und 2 gegebene Punkte; man konstruiere die 
Durchschnittspunkte desselben mit einer gegebenen Geraden. 

ABC sei das gegebene Polardreieck, D und E seien 
die gegebenen Punkte. Verbindet man Ä mit D, so ist der 
vierte harmonische Punkt B* zu -4, zum Schnitte S von AB 
mit B C und zu B ein dritter Punkt des Kegelschnittes. Um 
B' zu finden, ziehe man durch B eine beliebige Gerade, die 
AB m T und B C in B schneidet. ST und AR schneiden 
sich in U und BU schneidet AB in B\ Ebenso ist der 
vierte harmonische Punkt B" zu -ß, zum Schnitte W von 
A C und BB' und zu B' ein vierter Punkt des Kegelschnittes. 
Er ist der Schnitt von CB mit BB\ also sofort gegeben. 
Denn das harmonische Büschel C {A, S, B\ B) wird von 
BB* nach 4 harmonischen Punkten TT, B, B* in -D" ge- 
schnitten. Endlich ist der vierte harmonische Punkt B*** zu 
C; dem Schnitte Q \on AB und CB* und B* ein fünfter 
Punkt des Kegelschnittes. Er ergibt sich als Schnitt von 
CB* mit B**A oder BB. 

Nun hat man die Aufgabe: Die Schnittpunkte einer 
gegebenen Geraden s mit einem durch 5 Punkte Z), D', D\ 
B*"^ E gegebenen Kegelschnitte zu suchen. Die Strahlen von 



— 139 — 

B'" nach den Punkten D, D\ D" etc. schneiden s in den 
Punkten cJ, cJ', cJ" etc. Die Strahlen von E nach denselben 
Punkten D etc. schneiden s nach den Punkten einer der 
Reihe d etc. projekti vischen Punktreihe d, d\ d'* etc., und 



J 




die Doppelpunkte der Reihen lösen die Aufgabe. Man 
schlage also durch E einen beliebigen Kreis, d«r die Strahlen 
Ed, Ed' und Ed" in den Punkten d^, d^' und d^" auffängt, 
ebenso die Strahlen Ed, E4\, iEd" in dem Punkten *i, di\ rfi". 
dl dl und dl di schneiden sich in ^, di Si' und di di* 
schneiden sich in v. 
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vjs schneidet den Kreis, wenn die Aufgabe möglich ist, 
in m und n und Em und En schneiden auf der Geraden s 
die gesuchten Punkte X und T aus. Wenn V0 den Kreis 
berührt, so fallen m und n zusammen, und es fallen dann 
auch X und T zusammen, d. h. 5 berührt in diesem Doppel- 
punkte den Kegelschnitt. 



1884. Erste Aufgabe. 

X2 y% ^2 

Es ist ein Kegel g-j-vg g ^^^ ^ (^^^'^^^^^^'^%^s Sy^^^°^ 

vorausgesetzt) gegeben. In der Ebene y^^Xx lege man eine 
Tangentialebene an den Kegel und bestimme in derselben 
eine Gerade ?, welche parallel zur Berührungserzeugenden ist 
und die Ebene der xy m einer Entfermmg d von der Spitze 
des Kegels durchschneidet. Durch diese Parallele l geht 
ein Hyperboloid, das den gegebenen Kegel zum Asymptoten- 
kegel hat. Man suche die Gleichung dieses Hyperboloides. 

Zu einem und demselben Asymptotenkegel gehören un- 
zählige Hyperboloide , die dasselbe Achsen Verhältnis a ib'.c 
haben. Die Gleichung unseres Hyperboloides ist also jeden- 
falls (bezogen auf dasselbe System wie der Kegel): 

x^ y2 ^2 






= 1. 



62 ac^ 

Die Ebene y=ilx geht durch die Z Achse und schliesst 
mit der Ebene der XZ einen Winkel ein, dessen Tangente 1 
ist. Sie schneidet den Kegel nach 2 Erzeugenden, deren 
Gleichungen sind : y = Ix un d 

. z Va2 A2 + 62 

^ = r^ X. 

~ c ab 

Wählt man auf einer dieser Erzeugenden einen Punkt, 

1 
dessen XC ordinale vielleicht -y- ist, so wird t/= 1 und^— 

y a2 ;,2 _|_ }ß^ wobei das Zeichen + in der Gleichung der 



Iah 

Erzeugenden gewählt ist. 



\h 
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Die Gleichung der Kegeltangentialebene in diesem Punkte 

X . y z 



^Yir.—r--r.i^^^^ + ^ = o. 



la^ ' Ib^ kabc 
In dieser Ebene liegt derjenige Punkt der XFEbene, der 
vom Mittelpunkte die Entfernung d hat. Seine ^Coordinaten 
müssen demnach der Gleichung genügen: 
X y 

Da die Parallele l zur Kegelerzeugenden, in der die 
Tangentialebene das Hyperboloid trifft, auf dem Hyperboloide 
liegen muss, so muss der Schnitt dieser Parallelen mit der 
^ TEbene in der Kehlellipse des Hyperboloides liegen, deren 
Gleichung ist: 

x^ . tfl 

^' aa?^ ab^ 

Da endlich der Schnitt der genannten Geraden auf dem 
Hyperboloide mit der X FEbene vom Mittelpunkte der Kehl- 
ellipse den Abstand d haben soll, so muss sein: 

m. d^ = x^-f-y^. 

Aus den 3 Gleichungen kann man nun den Parameter a 
durch die gegebenen Grössen ausdrücken. Aus I. folgt: 

_ yla^ 



x 



62 



III. gibt y^ = .. , ,^. , also ^2 — ^ — 



und aus II. folgt a- a^b^ = b^x^-{- a'^y^ 

_ 62^2 ^ a2y2 _ ^2 (a2 ;t2-^ 62) 

^^^^ «— ä2J2 — 64-f A2a* • 

Folglich wird die Gleichung des Hyperboloides: 

^2 y2 ^2 



a2 (?2 (a2 ;t2 _|, ^2) • 62 (?2 (a2 ;t2 4, 62) c2 d^ {a^ l^ + 62) 
64_^aU'2 6* + ä4l2 64 _|_ a* }? 

1884. Zweite Aufgabe. 

Man kennt ein Polardreieck X YZ eines Kegelschnittes 
-ff, einen beliebigen Punkt P desselben und eine Tangente ^, 
letztere als eine durch eine Ecke X des Polardreiecks gehende 
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Gerade. Die Hauptachsen des Kegelschnittes ihrer Lage und 
Grösse nach zu konstruieren. 




« » 



Die durch X gehende Tangente t des Kegelschnittes 
schneidet die gegenüberliegende Tripelseite im Berührungs- 
punkte Q. Die durch X gehende 2. Tangente schneidet die 
Polare YZ im Berührungspunkte ^i, der der 4. harmonische 
Punkt zu F, Z und Q ist, also leicht gefunden werden kann. 
Ziehe durch Q eine beliebige Gerade, die XZ und X 7 in 
Z und T schneidet. YZ' schneidet YZin X' und XX' 
schneidet YZ im Berührungspunkte ^i. 

Man kennt mithin vom Kegelschnitte die 2 Tangenten 
XQ^ X öl, ihre Berührungspunkte Q und Qi und den Punkt P- 

Die Verbindungslinie von X mit dem Mittelpunkte Mi 
der Berührungssehne Q Qi gibt sofort einen Durchmesser der 
Lage nach. Um einen 2. Ort für den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes zu erhalten, ziehe man durch Q die Parallele zur 
Tangente XQ^ und suche den Schnitt U" diteer Geraden 



— 143 — 

mit dem Kegelschnitte. Zu diesem Zwecke schneide man die 
den Kegelschnitt erzeugenden projektivischen Büschel Qi (X, 
Q, P) und Q {Qi, X, P^ wodurch man die projektivischen 
Reihen XSF und /SX Perhält, die involutorisch liegen, da 2 
Paare entsprechender Strecken sich verkehrt decken. Da P 
ein Doppelpunkt der Involution ist, und der 2. P der 4. har- 
monische Punkt zu XÄ und P ist, kann P' linear gefunden 
werden. Ziehe durch Peine beliebige Gerade, die /S Fund 
X Y in Y" und X" schneidet. X Y" schneidet SX" in einem 
Punkte, dessen Verbindungslinie mit Y auf der Linie XP 
den andern Doppelpunkt P ausschneidet. Die Parallele 
durch ^ zu X^i schneidet den Träger der Involution in C/, 
und der vierte harmonische Punkt U' zu P, Pi und ü ist 
der dem Punkte U entsprechende Punkt der Involution. Der 
Strahl Qi U' schneidet seinen entsprechenden Strahl QU im 
Kegelschnittspunkte U". Ist M der Halbierungspunkt der 
Sehne QU'\ so gibt Q^M einen 2. Ort für den Kegelschnitts- 
mittelpunkt. 

Der erste Ort XM^ schneidet den zweiten im Mittel- 
punkte 0, und die Parallele OB durch zur Berührsehne 
QQi ist der dem Durchmesser XO conjugierte Durchmesser. 
Letzterer schneidet die Tangente XQ^ in iJ und die Parallele 
durch öl zu XO in Pi, wobei QiBi wieder die halbe Be- 
lührsehne für diejenigen Tangenten ist, die von B an den 
Kegelschnitt laufen. Da die Länge des Halbmessers auf OX 
die mittlere Proportionale zu M^ und X ist, schlage man 
über OX als Durchmesser den Halbkreis, errichte in M-i die 
Senkrechte auf OX, die den Halbkreis in N schneidet, und 
mache auf OX die Strecke BO=OB'=ON, so ist PP' 
ein Durchmesser der Lage und Grösse nach. 

Da die Länge des conjugierten Halbmessers auf OP 
wieder die mittlere geometrische Proportionale zu OB und 
OB^ ist, schlage man wieder über OB als Durchmesser den 
Halbkreis, errichte in Pi die Senkrechte BT auf OB^ die 
den Kreis in T trifft, und mache auf OB die Strecken OA 
und OA' ziziOT^ so ist A A' der zu B B' conjugierte Durch- 
messer der Lage und Grösse nach. Da in der Figur OX 
und OMi gleichen Sinn haben, ebenso OB und OPi, so 
werden beide Durchmesser reell und der Kegelschnitt wird 
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eine Ellipse. Um endlich aus den 2 conjugierten Durchmessern 
die Achsen zu finden, ziehe man durch A die zw. OB parallele 
Kegelschnittstangente A F, errichte in A auf dieser Parallelen 
die Senkrechte und mache auf letzterer AC= AD= OB, 
schlage durch die Punkte C, D und den Kreis, der obige 
Parallele in F und F schneidet. OJ?' und OF sind dann 
die Achsen der Lage nach. Um die Längen der Halbachsen 
zu finden, fälle man von A auf 0-Fund OF die Lote, die 
OC in E und G schneiden. Macht man auf OF die Strecken 
OJ und OJ'=OE, so hat man 2 Scheitelpunkte J und /' 
der Ellipse. Macht man auf OF die Strecken OH und OH' 
= OG, so hat man die andern Scheitel. 

Wenn aber eines der Produkte OM^- OX oder OB- 
OR^ negativ wird, so ist nur ein Durchmesser reell und der 
Kegelschnitt ist eine Hyperbel. In diesem Falle muss man 
zuerst die Asymptoten konstruieren. 




Ist OA der Durchmesser, der die Kurve schneidet, und 
OB der die conjugierte Hyperbel schneidende Durchmesser, 
so ziehe man durch A die Parallele zu 05, die wieder die 
Tangente in A wird. Dann macht man auf dieser Geraden 
A C und ADz=: OB. OC und D werden die Asymptoten, 
und wenn man die Winkel der letzteren halbiert, so findet 
man die Richtungen der Achsen OX und Y, d. h. die 
entsprechenden rechtwinkligen Strahlen des Systems, dessen 
Doppelstrahlen die Asymptoten sind. 
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Die Parallele durch Ä zu OX schneidet die Asymptoten 
in E und E' und die mittlere geometrische Proportionale ÄF 
zu ÄE und äE' ist die Länge der X Halbachse, die als OH 
=: OH* auf OX abzutragen ist. Haben AE und ÄE' gleichen 
Sinn, so schneidet diese Achse die Kurve, im entgegengesetzten 
Falle schneidet sie dieselbe nicht. Konstruiert man schliesslich 
das Rechteck OHOJ, dessen eine Seite OH und dessen Dia- 
gonale mit der Asymptote OC zusammenfällt, so ist OJ die 
Länge der FHalbachse. 

Fällt in der vorletzten Figur ?? auf X, dann liegt U** im 
Unendlichen und der Kegelschnitt wird eine Parabel. Um dann 
die Achse zu erhalten, sucht man den Brennpunkt, indem man 
über der Berührsehne QQi den Ortskreis zeichnet, der einen 
Peripheriewinkel gleich dem Winkel der Tangenten fasst, und 
über XQi wieder den Ortskreis zeichnet, der den halben 
Winkel derselben fasst. Der zweite Schnitt dieser Kreise ausser 
Qi ist dann der Brennpunkt der Parabel. Zieht man durch 
ihn die Parallele zu XMi, so hat man die Achse der Parabel. 



1885. Erste Aufgabe. 

Zu beweisen, dass die Schraubenfläche, welche dadurch 
entsteht, dass man von allen Punkten einer Schraubenlinie 
Senkrechte zu ihrer Achse fällt, von jedem diese Achse ent- 
haltenden Drehungscylinder nach einer Schraubenlinie ge- 
schnitten wird. 

Die Gleichungen der Schraubenlinie kann man in der 
Form schreiben: 

I. X = r cos —^ — . 

h 

U. y = r sin — r— , wobei als Z Achse die Achse der 

Schraube genommen ist, die Achse der x durch denjenigen 
Punkt gelegt ist, in dem die Schraube die i»y Ebene schneidet, 
und h die Höhe eines Schraubenganges ist. 

Aus I. und II. folgt noch x^-^-y^zz^r^. 
Die Schraubenfläche entsteht durch Bewegung einer Ge- 
raden, welche an der Schraubenlinie fortgleitet und dabei die 

Sali er, Aufgaben. IV. 20 
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Achse derselben stets senkrecht schneidet. Die Gleichungen 
der erzeugenden Geraden sind III. ^ = c und lY, y = X' q> {c), 
welche mit den Gleichungen der Leitlinie, nämlich der Schrauben- 
linie, verbunden werden müssen. 

Aus I. und II. folgt: ^=:rcos — t — . 

Aus II. und III. folgt i y = r sin — r— und aus den letzten 
Gleichungen findet sich: 

Aus IV. und V. folgt : VI. (p (c) = tg ?^^. 

Eliminiert man aus III. , FV. und VI. c und cp (c), so 
ergibt sich: 

9 ITT £f 

y = X'ig '^-r- als Gleichung der Schraubenfläche. 

Die Gleichung eines Drehungscylinders , der die Achse 
der Schraube, also die Z Achse des Systems zur Umdrehungs- 
achse und den Radius B hat, ist: x^-]-y^ = E^. 

Um die :r^ Projektion der Schnittkurve der 2 Flächen 
zu finden, eliminiert man aus den Gleichungen derselben y. 

Aus y^=x^' tg^-T- 
und ^2^_^2 = B2 ergibt sich : x^-{-x^ tg2 —^ = S^, 

also ^ = + ii • cos — j— . 
"" h 

Aus dieser Gleichung für die a?;8r Projektion und aus der 

Gleichung der :r^ Projektion x^-\-y^z=zB^ ersieht man, dass 

der fragliche Schnitt der 2 Flächen aus 2 Schrauben besteht, 

die dieselbe Achse und Ganghöhe wie die ursprüngliche, aber 

einen anderen Radius B haben. Ebenso erkennt man, dass 

die eine in der positiven X Achse beginnt, während die andern 

in der negativen X Achse ihren Anfang hat. 

1885. Zweite Aufgabe. 
Wie lautet in rechtwinkligen Coordinaten die Gleichung 
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derjenigen Kegel zweiter Ordnung, welche die 3 Achsen des 
Goordinatensystemes zu Erzeugenden und die 2 Ebenen: 

zu Tangentialebenen besitzen? 




Verlegt man die XZEbene parallel zu sich selbst nach 
oben um die Einheit der Länge, so hat die Spur der ersten 
Tangentialebene in der neuen X FEbene die Gleichung : 

und die der zweiten Tangentialebene: a;-[-4y-f-2 = o. 

Die neue X ZEbene schneidet die ^ Achse , also auch 
den Kegel im neuen Ursprünge 0, sie schneidet die frühere 
X Achse, die Kegelerzeugende ist, im unendlich fernen Punkte 
der neuen X Achse, ebenso die frühere F Achse im unendlich 
fernen Punkte der neuen FAchse. 

Der entstehende Kegelschnitt in der neuen XFEbene 
geht also durch den Anfang des Systems und hat recht- 
winklige Asymptoten, die den X und FAchsen parallel laufen. 

10* 
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Er ist eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptotengleichung 
X * y = k^ lauten würde. 

Auf das neue XYSystem bezogen lautet sie: (x—a) 
{y — b) = k^^ wobei a und b die unbekannten Coordinaten 
des Hjperbelmittelpunktes sind. 

Da der Ursprung des neuen Systems ein Hyperbelpunkt 
ist, muss sein: 

I. ab = k^. 

Die neue ar^Spur S^ der ersten Tangentialebene hat die 
Gleichung: ix-{-y-]-^=zo und liefert mit dem Kegelschnitte 
(x — a) {y — b)z=k^ zwei Schnittpunkte, die bei Berührung 
zusammenfallen, wenn diese 2 Gleichungen bei Elimination 
von y gleiche x liefern. 

Aus y = — ix — 2 
und {x — a)(—ix—2 — b) = k^ folgt: 

^, -^ 2 + b-ia ^^ fe2-a(fe + 2) 

also .2+ ^ + ^-^% + f + {-^7 

_ (2H-ft — 4«)2— 16(Ä;2 — a(64-2)) 

"~ 64 

imd die Bedingung für die Gleichheit zweier Wurzeki ist: 

IL (2 + 6— 4a)2=16(fc2 — a(6 + 2)). 

Aehnlich muss die neue a;ySpur S^ der 2. gegebenen 
Ebene Tangente an die Hyperbel sein. 

Aus x = — 2 — iy 
und — (o -1-2-1- 4 y) (y — b) = Jfi folgt als Bedingung für die 
Gleichheit zweier Wurzeln 

m. 16(a6 + 26-Ä;2) + (46 — 2 — a)2 = o. 

Aus I. und II. folgt IV. (4a— 2 — 6)2=:— 32a. 

Aus I. und III. folgt V. (46— 2 — a)2 = — 326 und aus 
IV. und V. ergibt sich: 

5(a— 6)(3(a + 6)— 4)=:32(6 — a) 

oder VI. a = 6 

und Vn. a-|-6 = — f 



Aus IV. und VI. folgt : Oi = — 2 

6i = — 2 



«2 = — f 

^2^ ^- 
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Aus IV. und VII. folgt : ag = - -g^ a^ = — |f 

Die 4 Kegelschnitte haben auf die neuen X FAchsen be- 
zogen die Gleichungen: 

1) (^+2)(y + 2)=i4 

2) (^ + l)(^+l) = ^ 

4) (^+if)(y+A) = AV 

und in Bezug auf das alte System X, F, Z 

1) ^«/+2(^+y) = öi 

-8^=::- 1 

2) 9;ry + 2(^+2/)i=ol 

^ = 1 

3) 25^y + 2a:+18y = ol 

£^= 1 

4) 25^y-f 18:r + 2y = 

Man hat nun die 4 Gleichungen der Kegel aufzustellen, 
die ihre Spitzen im Anfangspunkte des Systems haben und 
durch je eine von den oben bestimmten Hyperbeln gehen. 

Erster Kegel: 

Aus den Gleichungen der Leitlinie : xy-\-^(x-\-y) = o 

und Ji^ = i 
und aus den Gleichungen der Erzeugenden: x=:zm0 

y z=zmz ergibt 
sich durch Elimination von x, y und z: mn-\-^{m-\-n)^ o 
und aus dieser Gleichung und den Gleichungen der Erzeugen- 
den ergibt sich als Resultat der Elimination von m und n die 
Gleichung des Kegels: xy-\'^{x-\-y) - 2 =: o. 

Aehnlich ergeben sich die 3 Gleichungen der anderen 
Kegel: ^xy-{-%{x-\-y) - z z=z 

25:r^-[-2(9a; + y) - z =^ 
und 25;ry + 2(:r+9y) -^^ 0. 

1885. Dritte Aufgabe. 

Wenn um den Mittelpunkt eines Kreises sich ein Durch- 
messer dreht und an den Endpunkten desselben Tangenten 
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gezogen werden, so schneiden dieselben auf einem andern 
festen Durchmesser gleiche Stücke vom Mittelpunkte aus ge- 
zählt ab. Wie lautet nun die projektive Verallgemeinerung 
dieses Satzes und die reziproke Transformation dieses so ver- 
allgemeinerten Satzes? 




Die Tangenten in den Endpunkten B und B^ eines Kegel- 
schnittsdurchmessers sind stets parallel, weshalb die Dreiecke 
MB C und MB^Ci ähnlich sind, und da der Durchmesser 5-Bi 
in Jüf halbiof t wird, sind diese Dreiecke congruent und MC 
=z MCi, Mithin lautet die projektive Verallgemeinerung wie 
der Kreissatz selbst. Der Satz gilt auch für die Parabel, da 
dort MC und MCi stets unendlich werden. 

Man könnte dem Satze folgende Form geben: 




Ist durch den Mittelpunkt M eines Kegelschnittes eine 
beliebige Gerade gezogen und sucht man die Punkte B und 
-Bi , in denen diese Gerade den Kegelschnitt schneidet, ver- 
bindet man die Punkte B und B^ mit ihren Nachbarpunkten 
B* und Bi auf dem Kegelschnitte, zieht man durch Jf eine 
andere feste Gerade, die den Kegelschnitt in Ä und ^i 
schneidet, so trifft die Linie BB' die feste Gerade ÄÄ' in 
einem Punkte C und die Linie B^B^ trifft die Linie ÄÄ' in 
einem Punkte C^ , und die Punkte C und Cj bilden , . wenn 
BB^ sich um M dreht, auf ÄÄ^ eine Involution, deren Asymp- 
totenpunkte der Mittelpunkt M und der unendlich ferne Punkt 
von ÄÄi sind. 

Der reciproke Satz lautet dann: 

Nimmt man auf der unendlich fernen Geraden einen 
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Punkt an und zieht man durch ihn die 2 Geraden b und 61, 
die einen Kegelschnitt berühren, und sucht man den Schnitt 




von h und 61 mit ihren Nachbartangenten h* und &i', nämlich 
[h b') und (61 ftiO, nimmt man ein anderes paralleles Tangen- 
tenpaar aai an, so liegen die Schnittpunkte {hV) und {aa^ 
in einer Geraden c und die Schnittpunkte (^i^iO und (aai) 
liegen in einer Geraden c^ und die parallelen Geraden c und 
Ci bilden mit a und «1 eine Involution von Parallelstrahlen^ 
deren Äsymptotenstrahlen der durch den Mittelpunkt gezogene 
Parallelstrahl und die unendlich ferne Gerade sind. Mit an- 
dern Worten: 

Zieht man an einen Kegelschnitt eine Reihe von je 2 
parallelen Tangenten und immer durch die Berührungspunkte 
zu einer Richtung c die Parallelen, so erhält man immer je 
2 Parallellinien, die vom Mittelpunkte des Kegelschnittes 
gleichen Abstand haben. 



1886. Erste Aufgabe. 

Man zeige, dass die beiden Tangentenkegel, die aus 
den Punkten x\ y\ z' und x^^ y^^ z^ an die Fläche zweiter 
Ordnung / (a?, y^ z)z=:o gelegt w^erden können , sich nach 2 
ebenen Kurven schneiden. Unter welcher Bedingung schneiden 
sich die Ebenen rechtwinklig? 

Man löse zuerst die Aufgabe : Die Punkte zu bestimmen, 
in denen die Fläche durch die gerade Verbindungslinie der 
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Punkte {x\ y\ z' m;') und {x'\ y", -e^"^ m;") geschnitten wird. 

Man betrachtet als unbekannte Grösse das Verhältnis — , 

nach welchem diese Verbindungslinie in denjenigen Punkten 
geteilt wird, in denen sie die Fläche trifft. 

Die Coordinaten dieser Punkte sind dann beziehungsweise 
den Grössen lx'Ariix'\ i^y' + fiy**, lz*-\-iiz'', ^w'-j-^i*««;" 
proportional und durch Einsetzen dieser Werte in die ge- 
gebene Gleichung der Fläche / (x^ y, z^ w)^=zo erhält man 

zur Bestimmung von — die quadratische Gleichung: X^ fx 

In ihr bedeuten /i und f^ die Resultate der Substitution 
der Coordinaten x\ y\ z\ w\ beziehungsweise x'\ y*\ z'\ w" 
in der Gleichung der Fläche und P wird nach dem Taylor'- 
schen Satze x" f {x') + y"f (y*) + ^" / (^0 + w'* f (w% 
wobei z. B. /' (^') das Resultat der Substitution des Wertes 
von x^ für X im Dififerentialquotienten von / (a?, y, z^ w) nach 
äx bedeutet. Wenn man aus dieser quadratischen Gleichung 

die Werte von — bestimmt, die ihr genügen, so liefert die 

Substitution dieser Werte in — , , — , ,T — etc. die 

Coordinaten der Punkte, in denen die gerade Linie die Fläche 
schneidet. 

Soll die gerade Verbindungslinie die Fläche berühren, 
so fallen die 2 Schnittpunkte in einen zusammen, und obige 

quadratische Gleichungen in — muss gleiche Wurzeln haben, 

wobei die Coordinaten der beiden Punkte durch die Relation 
verbunden sein müssen: P^ — 4/i •/2=:o. 

Wenn diese Gleichung erfüllt ist, so wird die Gerade 
Tangente an die Fläche. 

Setzt man also x\ y\ z\ w* als fest voraus, so werden 
x*\ y**, z*\ w** die laufenden Coordinaten irgend eines Punktes 
auf einer beliebigen Tangente durch den ersten Punkt, mit 
anderen Worten: diese Gleichung stellt den durch {x\ y\ z\ t/.') 
an die Fläche gelegten Tangentenkegel dar. Schreibt man 
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also statt rr", y", ^", w** die laufenden Coordinaten x, y, z^ w, 
so hat man 

I. [x^f {x)-^y'f {y)-\-z*f {^) + w*f (w)\^ = if 
{x\ y\ z\ w') • / {x, y, ^, w). 

Aehnlich ist die Gleichung des Tangeritialkegels an die 
Fläche durch den Punkt X2, ya» ^21 ^2' 

n. [X2f {x) + y2f (y) + ^2/ (^) + w;2/ (^)? = 4/ 

(^2, 3^2, ^2, ^2) ' f (^, y^ ^, ^)' 

Die Elimination von f {x, y, z, w) aus beiden Gleichungen 
gibt : [X* f {X) + y* f (y) + z* f {,) -^ w* f (w)]^ -f (^a, 2/2, ^2, ^2) 
- [^2 / (^) + ^2 / (y) + ^^2 r (^) + m;2 f {w)f ^Mxr^lJ'jin 
oder [^' f (^) + yr (P) + ^7' (^) + «^'/ (m;)] V/ (^2, ^2, ^2, «^2) 

d. h. die Gleichung eines Ebenenpaares, in dem die gemeinsamen 
Punkte X, y, ^, w der beiden Kegel liegen. 

Diesen Gleichungen kann man auch die Form ge ben: 

/ (x) [x* V / (X2, y2, ^^2 ± X2 Y/Jx-, y\ ^\ <) ] 

+/ iy) W i f (^2. ^2, ^2. ^^ 2) ± ^2 V/ (^s ys ^\ ^0] 

+ / W [^* V/^2 t ^2^ ^2.^) ± ^2 V/ (^11 yii ^3. W'l)] 

+ /' H • i^* V/ (^2, ^2, ^2, "^2) ± ^2 if (^', y\ ^\ w^'] = Ö. 

Ist die Gleichung der Fläche in der allgemeinen Form 
gegeben : 

ötii^^ + a22y^ + a33^2_L 2^12^2/ + 2ai3 xz -\' "ia^^yz 
-Y^ax^xw -\-^a2\yw -\-^a^^zw -^ a^j^xv^ ^=10^ so werden die 
Gleichungen der Ebenen: _ 

X [«11 (^' V72 ± ^2 V7) + «12 Cv' VZ2 ± ^2 V7) 

+ «13 {^' if2 ±^2 if) + «14 {w' V/a ± w;2 V/)l 

+ y • K2 (^:_V/2 ± ^2_ V/o + «22 {y'Jf2 ± 2/2J/) 

+ «23 (^' V/2 ± -^2 V/) + «24 iw* V/2 ± t^2 V/a 
+ ^ • [«13 {X'ih ± ^2_V/) + «23 {y'if2 ± 2/2 i/) 
+ «33 {^' V/2 ± ^2 V/) + «34 {^' V/2 ± ^2 V/)L 

+ w • [au (^' V/2 ±3 V/) + «24 {l V/2 ± 2/2 V/) 

. + «34 (^' l(/^ ± ^2 V/) + «44 (W' V/2 ± M^2 V/O] = Ö- 

Geht man zu Cartesischen Coordinaten über, indem 
man statt w* und W2 den Wert 1 setzt und bezeichnet man 
die Klammerausdrücke mit A^ oder A2, B^ oder ^2» ^1 oder ^ 
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C2, Dl oder 2)2» je nachdem das Zeichen + oder — genommen 
wird, so werden die Gleichungen der 2 Ebenen der Kegel- 
schnitte, in welche die Schnittkurve 4. Ordnung zerfällt, 

X ' Ä^-^ y ' B2-\' z ' C2-\- D2 -\- 0, und diese Ebenen 
stehen zu einander senkrecht, wenn A^ J-g-j-l?! JBq-I" ^1 ^2=0. 

1886. Zweite Aufgabe. 

Man konstruiere Brennpunkt und Leitlinie einer Parabel, 
wenn 3 Punkte der Peripherie und die Richtung der Achse 
gegeben sind. 




A, B und C seien die gegebenen Punkte, g sei die ge- 
gebene Richtung der Achse. 

Zunächst kann man sich einen 4. Punkt der Parabel 
verschaffen. Der * Mittelpunkt E von AB liegt auf einem 
Durchmesser jBJ5', der gegeben ist und der auch die durch 
C gehende gegebene Parallele zu ^JB in X halbiert. Macht 
man also auf dieser Parallelen XCz= XD, so ist D ein 
vierter Parabelpunkt. 

Dann kann man den Punkt U suchen, in dem die durch 
A gehende zur Richtung der Achse Senkrechte a die Parabel 
zum zweiten Male schneidet. AB und die Parallele zur 
Achse durch JD schneiden sich in JR. Die Parallele durch C 
zur Achsenrichtung und die Gerade a schneiden sich in Q. 
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^-B und BC schneiden sich in P und DP schneidet a im 
gesuchten Parabelpunkte U. 

Die senkrechte Halbierungslinie von A U ist dann die 
Parabelachse. 

Um die Parabel tangente in C zu finden, suche man den 
Schnitt Z von AD mit der Parallelen durch G zur Achse 
und den Schnitt Y von A C mit der Parallelen durch JB zur 
Achse. Dann trifft YZ die Linie BD in einem Punkte S der 
Tangente im Punkte C\ 

Die Tangente CS schneidet die schon vorher konstruierte 
Achse in V. 

Jede Parabeltangente bildet aber mit der Achse und 
dem Radiusvektor des Berührungspunktes gleiche Winkel. 
Mithin schneidet die senkrechte Halbierungslinie von C V auf 
der Achse den Brennpunkt F aus. Da femer der Gegenpunkt 
F' von F hinsichtlich der Tangente VC ein Punkt der Leit- 
linie ist, so braucht man nur von F auf die Achse MN die 
Senkrechte F L zu ziehen, um die Leitlinie zu erhalten. 



1887. Erste Aufgabe. 

Man bestimme den geometrischen Ort der Spitzen der 
Umdrehungskegel, welche durch die Parabel gehen, deren 
Gleichungen js; = o 

y^ z=z ^px sind. (Rechtwinklige Coordinaten voraus- 
gesetzt.) 

Bezeichnet man mit ^', y\ z* die Coordinaten des Kegel- 
mittelpunktes, so sind X — x*=za{z — z*) und 

y — y*=ih{z — z*) die Gleichungen der 
Erzeugenden des Kegels, während die Leitlinie die in der 
XFEbene liegende Parabel y^zzz^px 

zz=o ist. 
Aus diesen 4 Gleichungen sind x^ y und z zu eliminieren. 

Man erhält x=:x* —az* 

y = y' — bz* 

und (y' — bz'y = 2p (x' — az'). 

Nun eliminiert man aus der letzten Gleichung und aus 
den Gleichungen der Erzeugenden a und b : 
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X — X* 



an: 



2 — Z 



if 



b = 



y—y* 



z 



n 



also ist 



\*-''i^A='A''--. 



^X* 



z' 



z* 



) 



die Gleichung des Kegels, dessen Spitze der Punkt x\ y\ z' 
und dessen Basis die Parabel ist. 




Sie lässt sich auf die Form bringen: 

^2. {y''^ — ^^x^)^z'^'y^ — 'iy'z*yzAr'l'pz'xZ'Y^'9x*^*^ 

Soll diese Gleichung eine Rotationsfläche vorstellen, so 
muss ausser dem verschwindenden Produkte in xy noch ein 
Produkt yz oder xz verschwinden, und zwar verschwindet 
das Produkt yz, wenn y' verschwindet. Also hat man als 
Bedingung I. y' = o. 

Die Gleichung wird dann — z^ - ^px^-^-z^^y^-^-^pz'xz 

-\-^px*z* Z — ^pz'^X=LO. 

Sie stellt einen Rotationskegel vor, wenn ax%^=i{a^y^ — 022) 
(033 — 022) oder i)2^'2 — (_^'2)(_2jp^' — ;sr'2), wenn also 



_j 
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Diese letzte Gleichung wird aber aus der gegebenen 
Parabelgleichung y^=i^px erhalten, wenn man in letzterer 
s statt y schreibt, die positive Richtung der X Achse mit 
der negativen vertauscht und schliesslich statt x* den Wert 

X* — ~ setzt 

Aus I. und n. folgt also, dass der Punkt x'^ y\ z' in 
einer Parabel in der XZEbene liegt, und zwar hat die Parabel 
ihren Scheitel da, wo die congruente Parabel y'^^ir.^'gx in 
der X FEbene ihren Brennpunkt hat, und ihren Brennpunkt 
da, wo bei der letzteren der Scheitel ist. 

1887. Zweite Aufgabe. 

Es seien gegeben 2 Kegelschnitte ä^ und ^2, welche sich 
in den Punkten J., JB, (7, I) schneiden. Die Tangenten von 
\ und ifc2 in A seien beziehungsweise 21, 2li, die in jB be- 
ziehungsweise 83, S3i , die Schnittpunkte dieser. 4 Geraden 31, 
2li, 83, 93i mit der gemeinsamen Sehne CD seien beziehungs- 
weise mit A\ Ai, B' und JB^ bezeichnet. Es soll bewiesen 
werden, dass das Doppelverhältnis der Punkte C, Z), A\ A^' 
gleich ist dem der Punkte CDB^*B\ Ferner soll der Satz 
dualistisch übertragen werden. Endlich soll man diese beiden 
Sätze spezialisieren; den ersten für den Fall, dass die Linie 
CD zur unendlich entfernten Geraden und h^ und Ä2 zu 
Kreisen werden, den zweiten für den Fall, dass der der Linie 
CD dualistisch entsprechende Punkt ein gemeinsamer Brenn- 
punkt der beiden \ und Ä2 entsprechenden Kegelschnitte ist. 

Durch die 4 Grundpunkte -4., jB, C, D des Büschels und 
durch den beliebig durch A gehenden Strahl 21 ist ein Kegel- 
schnitt des Büschels vollständig bestimmt. Die Tangenten 
desselben in 5, G und D werden erhalten, wenn man die 
Diagonalpunkte des vollständigen Viereckes bestimmt: 

{AB, GD)-=x 
{AC,BD) = y 
{AD, BC) = z. 

Die Seiten des Diagonaldreiecks sind yz oder X, zx 
oder Y und xy oder Z. 
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Da die Tangenten in A und B sich auf X schneiden 
müssen, so trifft diese Diagonale die Tangente 31 in einem 
Punkte, dessen Verbindungslinie mit B die Tangente 85 in 5 
wird. Ebenso trifift % die Diagonale Y in einem andern Punkte, 



> " 
■» 



0>. 



K-: 



■:.-Jt 













dessen Verbindungslinie mit C die Tangente 6 in C wird, 
und endlich gibt die Verbindimgslinie des Schnittpunktes von 
?l und Z mit D die Tangente S) in D. Dreht man also den 
Strahl 8[ um -4, wodurch man alle Kegelschnitte des Büschels 
erhält, so drehen sich auch die Tangenten 85, 6, 2) beziehungs- 
weise um die Punkte JS, C, D und beschreiben Stralilbüschel, 
welche mit dem von 31 beschriebenen perspektivisch liegen. 
Die perspektivischen Durchschnitte sind die 3 Diagonalen des 
vollständigen Vierecks der 4 Grundpunkte des Büschels. Da- 
raus hat man den Satz: 

Die Tangenten an einem Kegelschnitte des Büschels in 
irgend zweien der 4 Grundpunkte beschreiben, wenn der Kegel- 
schnitt das ganze Büschel durchläuft, 2 perspektivische Strahl- 
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büschel. Der perspektivische Durchschnitt ist diejenige der 
3 Diagonalen des vollständigen Vierecks der 4 Grundpunkte, 
die keine Ecke auf der Verbindungslinie derjenigen Grund- 
punkte hat, durch welche die Tangenten laufen. 

Unter den Kegelschnitten des Büschels befindet sich auch 
das Linienpaar AD und BC. 

Die Tangenten in A^ beziehungsweise B für diesen Kegel- 
schnitt sind diese Geraden A D und B C selbst , die sich auf 
dem perspektivischen Durchschnitt X in -e^ schneiden. Ebenso 
befmdet sich im Büschel das Linienpaar A C und B Z), dessen 
Tangenten in A und B wieder AC und BD sind, die sich 
auf Z in y schneiden. 

Die perspektivischen Büschel (AC^ AD, % Sl^) und {BD, 
BC, S5, S3i) werden von CD nach projektivischen Punktreihen 
geschnitten. Mithin ist das Doppelverhältnis (0, 2), A\ A^*) 
gleich dem Doppelverhältnis (D, C, B\ B^*) oder auch gleich 
dem Doppelverhältnis {C, D, B^\ B'). 




^ g4 



Ist das Viereck ein Antiparallelogramm, so liegt die 
ganze Figur symmetrisch zum perspektivischen Durchschnitte 
y iSf und die Verbindungslinien A*B in AB* schneiden sich im 
perspektivischem Durchschnitte ye, und dem Punkte A* auf- 
gefasst als ein Punkt der 2. Reihe (durch Tangenten in B 
ausgeschnitten) entspricht wieder der Punkt J5' (durch Tan- 
genten in A ausgeschnitten). Die beiden Punktreihen bilden 
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also in diesem speziellen Falle eine Involution, der auch das 
Punktepaar CD angehört, und die Tangenten in A und B 
bilden ungleichlaufende projektivisch gleiche Büschel. 




Enthält das Büschel 2 Kreise durch A und B^ so ent- 
hält es lauter Kreise und die 2 Punkte C und D fallen in's 
Unendliche, ebenso die projektivischem Punktreihen. Aber 
die Strahlbüschel der Tangenten in A und B haben immer 
noch den zm AB senkrechten perspektivischen Durchschnitt 
(die Centrale der Kreise) und sind ungleichlaufend projektivisch 
gleich. 

Zieht man durch den Mittelpunkt M der gemeinschaft- 
lichen reellen Sehne AB die Parallelen zu den Strahlen der 
projektivisch gleichen Strahlbüschel, so erhält man 2 concen- 
trische projektivische Strahlbüschel, die eine Strahleninvolution 
bilden. Sämtliche entsprechenden Strahlenpaare bilden Winkel, 
die von der Centralen und der reellen Sehne gehälftet werden. 
Da diese Strahleninvolution mit den Punktreihen, welche die 
Tangenten der Büschel A und B auf der unendlich fernen 
Geraden ausschneiden, perspektivisch liegt, so sagt man, die 
Tangenten in A und B bilden auf der unendlich fernen Ge- 
raden eine Involution. 
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Die verlangte dualistische Uebertragung des Satzes lautet: 




Wählt man auf einer von den Grundtangenten a, ö, c, 
d einer Schaar, z. B. auf a einen Punkt a als Berührungspunkt 
eines Kegelschnittes, so ist derselbe bestimmt und berührt eine 
andere Grundtangente h in einem Punkte B. 

Wählt man auf a den Punkt ai als Berührungspunkt, 
so berührt der neue Kegelschnitt die Grundtangente h im 
Punkte Bi. Verbindet man die Punkte a, ai, B, Bi, mit dem 
Schnittpunkte der Tangenten c und d, so ist der Büschel c, 
d^ {cd a) {cd ai) projektivisch dem Büschel c, d, {cd Bi) {cd B). 

Der spezielle Fall wird hier< 
Alle Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt gemeinsam 
haben, besitzen auch 2 gemeinschafl liehe durch diesen Brenn- 
punkt gehende imaginäre Tangenten. Nun wird aber der 
Winkel, den die Berührsehne aB am Brennpunkte spannt, 
durch die Verbindungslinie des Brennpunktes mit dem Pole 
(a 6) dieser Sehne halbiert, ebenso der Winkel, den die Berühr- 
sehne ai Bi des zweiten Kegelschnittes am Brennpunkte spannt. 
Mithin bilden in diesem speziellen Falle die Strahlen von I 
nach den Berührungspunkten der gemeinsamen Tangenten an 
je einen Kegelschnitt eine Strahleninvolution. 



1888. Erste Aufgabe. 



X2 FS Z2 

Das Ellipsoid _- + _+— = 1 



wird durch 2 zur 



Richtung cosa, cos /9, cos y senkrechte Ebenen, deren Ab- 

Sailer, Aufgaben IV. 11 
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stände vom Coordinatenanfange p und q sind, geschnitten. 
Welches sind die Coordinaten der Spitzen der Kegel, welche 
durch die beiden Schnittfiguren gelegt werden können? - 




Geht man vom rechtwinkligen Systeme XYZ^ auf welches 
die Gleichung des EUipsoides bezogen ist, auf ein anderes 
rechtwinkliges System x^ y, js mit demselben Anfangspunkte 
über, so dass die neue ^ Achse die Normale der Schnittebenen 
wird, während die neue y Achse der Schnitt der im Anfangs- 
punkte auf -er senkrecht gestellten Ebene mit der alten XFEbene 
ist, so gelten folgende Transformationsgleichungen: 



Y= 



, , cos^ , 

xcotgy cosa-\-y— — - — \-js • cosa. 
® ' ' sm y ' 

cosa , 
X cotg y cos ß — y • ^T^rr.'T^ ' cos ß. 



smy 
Z= a; sin y-f~^ cos y, 

und die Gleichung des EUipsoides geht über in: 

o r62 c2 cos2 a cos2 Y I cfic^ cos^ ß cos^ y , „ , o . o 1 

x^ r-x --] r-f ^+a2 62 sina y 

L sm^y sm^y ' 'J 

+ ya . ___ _^ jsf^ . [J2 c2 cos2 « + a2 c2 cos2 ß-j- a2 62 cos« y] 

, ^ c2 COS a cos /? cos y . « xon i a» cos y p «,« • a 
4-2^y . o ^ (a2 — 62) J_2^jer ___l. [a2 62sjn2y 

sm2 y ^ ^ ' sm y 

— a2c2 cos2 ß^ b^c^ cos« y]4-2y^ ^^ cos« cos /g ^^2_a2) 

oder wenn man die Coefficienten der Reihe nach mit -4, B, 

C, i), E und JP bezeichnet: 

I. a;2 • ^+y2^_^^2 C+2a;y2)+2a;^ • -B + Sy^^ • 2^=za2J2(j2. 
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Die Gleichung der einen von den schneidenden Ebenen 
ist dann: 

n. e=ip. 
Bezeichnet man die gesuchten Coordinaten der Spitze 
des Kegels durch die eine der Schniltkurven im neuen Systeme 
mit x\ y\ e\ so werden die Gleichungen der Erzeugenden 
des Kegels: 

in. X — ir' = 3(£f — £r') und 

IV. y — y*=f(z-Z% 

Eliminiert man aus diesen 4 Gleibhungen die Variabein 
a?, y und ;8r und ersetzt man die Grössen 9 und/ aus ÜI. u. IV., 
so erhält man als Gleichung des fraglichen Kegels: 

x'^A-^-y'^B-^-p^C-^-^x'y'D^-^px'E-^-^py^F—an^c^ 

, «./ A/ ,^y'BArx'D-\-pF 
+ 2 (y — yO (£r-^0 ^- — ^_^~^ = 0. 

Die Gleichung des Kegels, der wieder seine Spitze im 
Punkte x*y* z^ hat und durch die zweite Schnittkurve geht, 
wird aus der vorigen erhalten, wenn man in ihr statt p den 
Wert g setzt. 

Die Kegel werden dann identisch, wenn 

I. U^' + J9y'+i?-B)(g-^0 = (^^' + ^y' + ^-E)Ö^-'^0 

oder ^ÄJ'-f Z?y' + J&V = o 

und II. (x'D^y'B-\-pF) {q—z') = {x'D+y'B^qF) {p-z') 

oder Dx'-irBy'+Fz' = o 

und m. [a?'a- J.-fy'2.-B+2^'y'Z) + 2i?(a:'i;+y'i^) 

■^p^C—a^b^c^] {q — z'y = [x*^Ä-\-y'^B+2x'y'D 

-}-^q{x'E'\-y'F)-\-q^C—aH^c^](p — z'y 

Aus I. und IL folgt : x* = • z* 

und y' = -j^ jy2 ' ^'' wodurch III. übergeht in : 

11* 
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( /„ DF — EB , ^ ED — AF . „\ , „ ^„ „ 

_j- a2 62 c2 (2)2 — gS) :^ ^ oder wenn man die Grössen A, 
B etc. durch ihre Werte ersetzt: 
,« 2 5^' ( ü g + «^ cos2 a + fe2 cos2 /J + c2 eos2 y) , ^ 

JP + 2 
+ 62 cos2 i? -j- c2 cos2 y z=z 0, 

Be5^eichnet man zur Abkürzung: a^ cos2 a-^-lfi cos2 /? + 
c2cos2y mit P, so ist 

P^ + P± Vp2 ^2 _|_ P2 __^(^2^ g2) 



^' 



und o;' = 



;s^' cos y c^ — P 



und y 



siny P 
^ ^' (a2 — 62) cQs a, cos /? 

P sin y 



C2 — P 



Im alten Systeme wird X = . ^ cos a • — ^^ — 

•^ an2 y P 

, ^'(a2 — 62)cosacos2/9 , , 

H ^^ p-4^ ^ +^' cos a 

' P sin2 y 

_^ ^' a2 cos a 
oder A uz: ^ 

^ -s^'cos2y ^ c2 — P -2r'(a2— 62) cos2 «cos |är , , 

Y= --^ cos ß • — ö — ü-^-o ^+^'cos/J 

sm2 y "^ P P sm2 y ' '^ 

, , ^' • 62 cos ß 
oder Y = p — - 

A ry t c^~F ^'c2cosy 
und Zzizi z* cos y — p h-s^ cos y oder Z = ^ — = . 

Die gesuchten Coordinaten sind also: 

0+g)-P 
{p+i)p 
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^— {p + q)P ^' 

wobei statt P der Wert: 

a2 cos2 a -|- &2 cos2 ß-^c^ cos^ y 
zu setzen ist. 

la den 3 Ausdrücken für X, y und Z ist entweder 
immer das positive Zeichen für die Wurzel zu nehmen oder 
immer das negative. Es gibt also 2 Kegel durch die Schnitt^ 
kurven, wenn die in den Ausdrücken vorkommenden Quadrat- 
wurzeln reell sind. 

Wird jp = — g, so werden die Coordinaten sämtlich un- 
endlich, d. h. es lässt sich bei reeller Quadratwurzel durch 
die 2 Kurven ein Cylinder legen. 

1888. Zweite Aufgabe. 

Gegeben 2 Paare von Punkten a, a'; 6, h* auf einer 
Geraden und 2 Punkte a und ß ausserhalb derselben. Es 
wird der Kreis gesucht, welcher durch a, ß geht und 2 Punkte 
c, & aus der Geraden ausschneidet, die mit a, a'; 6, V eine 
Evolution bilden. 




Durch a, a und a* lässt sich ein Kreis legen, ebenso 
durch a, 6, h*. Diese Kreise schneiden sich ein zweites Mal 
in oc. Legt man dann durch a, x und ß den dritten Kreis, 
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so schneidet derselbe auf der gegebenen Geraden das ver- 
langte Punktepaar c, c* aus, das sowohl mit a, a' als auch 
mit 6, b' eine Involution bildet. 

Liegen a und ß auf verschiedenen Seiten der Geraden, 
so ist die Lösung immer möglich. Liegen sie auf derselben 
Seite, so kann vorkommen, dass der durch a, x und ß gelegte 
Kreis die Gerade nicht trifft, wodurch die Lösung unmöglich 
wird, oder dass der Kreis die Gerade berührt, wodurch das 
verlangte Punktepaar sich auf einen Punkt reduziert. Fällt ß 
mit X zusammen, so gibt jeder beliebige Kreis durch a und ß 
ein Punktepaar der verlangten Art, und es gibt unzählige 
Lösungen. 



1889. Erste Aufgabe. 

Zwei Ebenenbüschel, deren Achsen windschief (aber nicht 
rechtwinklig) zu einander sind, sind projektivisch so auf ein- 
ander bezogen, dass je 2 entsprechende Ebenen normal zu 
einander sind. Man stelle die Gleichung der durch die 2 Bü- 
schel erzeugten Fläche auf und weise nach, dass die Fläche 
die Eigenschaft hat, von jeder Ebene senkrecht zu einer oder 
der andern Achse der 2 Büschel in einem Kreise geschnitten 
zu werden. 




Wir wählen die ZAchse als den kürzesten Abstand der 
beiden Ebenen und legen die beiden andern Achsen X und Y 
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durch den Mittelpunkt M des kürzesten Abstandes senkrecht 
zu Z so, dass sie den von den Projektionen a^ und b^ der 
Geraden a und b auf die Ebene der X Y gebildeten Winkel 
(a^bi) halbieren. 

Bezeichnet man mit c den halben kürzesten Abstand und 
mit m die Tangente des Winkels, den a^ mit der X Achse 
bildet, so ist die Gleichung irgend einer Ebene durch a: 

I. l(^ — <^) + y — mx = o, und die Gleichung irgend einer 
durch b gehenden Ebene: 

II. l'{^-{-c)-{-y-\-mx = 0, und die Bedingung ihrer 
Rechtwinkligkeit ist: 

III. ll'^l—m^ = o. 

Drückt man aus I. und H. k und l* aus und setzt man 
diese Werte in EI. ein, so ergibt sich: 

i/^'—m^x^-\-{l~m^)(js^ — c2)z=zo, also die Gleichung eines 
einmanteligen Hyperboloides. 

Die XZSpur einer durch üf zu a senkrecht gelegten 
Ebene steht auf »i senkrecht, und folglich ist die Gleichung der 

Ebene y=^ x. 

Der Schnitt dieser Ebene mit dem Hyperboloide hat 
also zur FZProjektion : 

y2 (1 _m*) + (l — W2) (^2__C2) = 

oder y^ (l-{-m^)'\-^^ — c^ =z 0^ oder wenn man den Winkel, 

dessen Tangente m ist, mit a bezeichnet: — ^ — 1- ^2 :::::: ^2. 
^ ' cos2a ' 

Diese Ellipse ist aber nichts anderes als die FZPro- 
jektion eines Kreises äj, dessen Ebene durch die ^Achse geht 
und mit der FZEbene den Winkel a bildet, also die zu a 
durch M senkrecht gelegte Ebene ist, und der den Radius c 
hat. Mithin ist der betrachtete Schnitt ein Kreis, also auch 
jeder zu ihm parallel geführte Schnitt. Ebenso kann gezeigt 
werden, dass jeder senkrecht zu b geführte Schnitt ein Kreis wird. 



1889. Zweite Aufgabe. 

Ein vollständiges Vierseit zu konstruieren, von welchem 
2 Gegenecken gegeben sind und die übrigen 4 Ecken auf 
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4 gegebenen Geraden liegen; ferner ist die Lagenbeziehung 
zu erörtern, bei welcher die Konstruktion unbestimmt wird. 

X X 



^•rr 



T^ 



t 







Sind X, y, und v die gegebenen Geraden und Ä und 
B die gegenüberliegenden Ecken des Vierseits, so gibt ein be- 
liebiger Punkt X auf x mit Ä verbunden eine Gerade, die £f 
in Z schneidet. XB schneidet v in V, ÄV schneidet 2/ in Y 
und YB schneidet ^ in einem Punkte -Z^, der von Z ver- 
schieden sein wird. Denkt man sich dieselbe Konstruktion 
noch für andere Punkte auf x ausgeführt, so entstehen zwei 
Büschel Ä (Z, Z etc.) und B {Z^yZ^ etc.), die projektivisch 
sind. Aber dem Strahle AB als Strahl des ersten Büschels 
entspricht bei der Konstruktion wieder der Strahl BA des 
zweiten Büschels, mithin sind die Büschel perspektivisch und 
die entsprechenden Strahlen schneiden sich nach einer Ge- 
raden. Um sie zu finden, verbinde man einen zweiten Punkt 
X' auf X mit A, 

Die Verbindungslinie schneidet z in Z, X*B schneidet 
V in F, VA schneidet y in P und -BF schneidet -s^ in Z^'. 

AZ schneidet BZ^ in ^. 

AZ schneidet BZ^* in ^' und ^^' ist der perspektivische 
Durchschnitt der Büschel. 

Derselbe schneidet ^ in Zq ^ AZq schneidet x in Xq', 
Xp'£ trifft V in Fo\ AV^* triflft y in Y^' und Y^'B geht 
wieder durch Zq. 
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Die linear gefundene Lösung ist mithin das einfache 
Viereck äZq' BVq\ das als Vierseit betrachtet noch die wei- 
teren Ecken Xq und Yq' hat. 

Schneiden sich die 4 Geraden in einem Punkte S, so 
entspricht dem Strahle ÄS des ersten Büschels der Strahl BS 
des zweiten Büschels und der perspektivische Durchschnitt der 
2 Büschel geht durch S, Es ist dann im allgemeinen die 
Aufgabe nicht lösbar, wenn man nicht das Dreieck ÄSB als 
Lösung gelten lassen will. 




Sowie aber in diesem Falle ein zweiter Punkt des per- 
spektivischen Durchschnittes auf ^ zu liegen kommt, so fallt 
der ganze perspektivische Durchschnitt mit ^ zusammen und 
es gibt unzählig viele Lösungen, da jeder beliebig durch Ä 
gezogene Strahl und sein entsprechender durch B sich auf ^ 
schneiden. 

In diesem Falle müssen die sich in S schneidenden Ge- 
raden paarweise mit SÄ und SB eine Involution bilden. 



1890. Erste Aufgabe. 
Es ist gegeben die Fläche: x^-\-y^'\-^^ 



1. 



Man sucht diejenigen Ebenen, welche parallel der Ebene 
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Verbindung der zugehörigen Punkte auf ?i mit P entsteht ein 
mit dem ersten concentrischer und projektivischer Büschel, 
und die Doppelstrahlen dieser Büschel lösen die Aufgabe. 

Unter den Kegelschnitten des Kegelschnittsbüschels be- 
finden sich die Geradenpaare: 

^Cund BD, 
AB und CD, 
BC und AD. 

Das erste Paar schneidet l und l^ ausser in D noch in 
den entsprechenden Punkten L und L^. 

Das zweite Paar schneidet dieselben Linien ausser in D 
noch in den entsprechenden Punkten L' und L^', Das dritte 
Paar trifft l und li ausser in D noch in den entsprechenden 
Punkten V* und L^\ 

Diese 3 Paare von Punkten legen die projektivische Be- 
ziehung zwischen den Punkten der 2 Reihen fest, ebenso die 
Beziehung der Strahlen der 2 concentrischen Büschel. 

Man zeichne also einen beliebigen Kreis durch P und 
verbinde i, L', L'\ sowie ii, L^', Li" mit diesem Punkte. 
Die Verbindungslinien schneiden den Kreis zum zweiten Male 
in den Punkten A, l\ V und Ai, li\ Ai". 

kki schneidet AiA' in JB, 
A Ai" „ A" Ai in o, 

A A^ f, A Ax in JL, 

und die Verbindungsgerade EST trifft den Kreis in den 
Punkten x* und t/\ 

PX* schneidet l und Zi in den Punkten X und X^. 
PT , l und Zi , „ „ Y und T^. 

Dann schneidet der durch ABCDXX^ gehende Kegel- 
schnitt die Geraden l und li in solchen Punkten X und X^, 
dass ihre Verbindungslinie durch P geht. 

Dieselbe Eigenschaft hat auch der durch ABCDYY^ 
gehende Kegelschnitt. 



1891. Erste Aufgabe. 

Man bestimme die Gleichung des Kegels, welcher durch 
den Schnitt des Ellipsoides: 
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X^ y2 ^2 

-5^ + 1^ + -^ — l=ö mit der Ebene ^ —px = hindurch- 

geht und seine Spitze in dem Punkte x=:a^ y = o, z = o hat. 

Die Gleichungen der Erzeugenden sind: x — a = dz 

und y=f^, 

die Gleichung der schneidenden Ebene ist: ^=zpx 

x2 iß ^2 
und die des Ellipsoides : —2~\~T2~^~2^^^' 

Man eliminiert aus den 4 Gleichungen die Variabein x^ 
y und ^ und findet: 

a ap afp 

1 a2/2^2 a2p2 _ 



oder 62 ^2 -|- «2 c2/2|)2 _|_ «2 62^2 — ^2 ^2 (j _ a|,)2. 

Eliminiert man aus der letzten Gleichung und aus den 
Gleichungen der Erzeugenden 9 und /, so hat man die ge- 
suchte Gleichung des Kegels. 

Es ergibt sich : b^ (c^ + a^p^) + a^ c^p^ • ^ 

= ö2,2[i_M^)]\der' 

^2j2^ . ^2^a^c^py2^2b^c^{x — a)^ — b^c^p {x—af = o. 

1891. Zweite Aufgabe. 
Man diskutiere die gegenseitige Lage der beiden Flächen 

XJ^ 2/2 :^ und yjg X = ö, 

sowie den Verlauf der Schnittlinie derselben. 

Die erste Gleichung stellt einen Kegel zweiter Ordnung 
dar, der seine Spitze im Anfangspunkte des Systems hat , für 
den die Z und die X Achse Erzeugende sind und der die 
r^Ebene längs Z berührt. Jede Ebene parallel der XFEbene 
schneidet ihn nach einer Parabel, die die ^Achse berührt. 

Die Fläche y^ — x = stellt ein hyperbolisches Para- 
boloid vor, wie hier gezeigt wird. 

Zieht man durch den Punkt Ä im Abstände 1 von 
auf der FAchse eines rechtwinkligen Systems diejenige Ge- 
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rade AB, die parallel der Ebene XZ geht und mit der 
X yEbene den Winkel 45^ bildet, lässt man femer längs der 
ZAchse eine Gerade CD so gleiten, dass sie fortwährend der 




X yEbene parallel bleibt und die Gerade AB schneidet, so 
hat jeder Punkt auf einer solchen Geraden CD Coordinaten, 
die der Bedingung y^ — x = o genügen. Denn sei E ein solcher 
Punkt, El seine Projektion in der XFEbene, sei femer Di 
die Projektion von JD in der X FEbene und Ei F in der 
X yEbene parallel ^2>, so ist EEi oder 0^= DDi^ also 
auch ADi=z0 {^BAD = i5% OF=y und EiF=x&es 
Punktes. Im Dreiecke -4 OD^ ist dann: 

FEi:ADi = OF: OA oder x:js; = y:i 

oder x=zye. 

Eine Erzeugende des Hyperboloides ist die yAchse. 

Die 2 gegebenen Flächen haben also die Erzeugende Z 
gemeinsam, ebenso die Tangentialebene YZ und schneiden 
sich ausserdem noch in einer Raumkurve dritter Ordnung, 
deren Projektionen in den Ebenen des Systems sind: 

y = z 
x^=z^ 
und x^z=Ly^\ 

hl der ersten Aufgabe der Differential- und Integral- 
rechnung 1879 ist gezeigt, dass diese Raumkurve durch den 
Anfangspunkt des Systems geht und die Tangente in an 
dieselbe mit der ZAchse zusammenfällt. 

Betrachtet man in den Gleichungen y=^ß^ 

x-zzzz^ die Variable -er 
als die unabhängige, so bekommt der Krümmungsradius ^ 
die Formel: 
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('+e-:)'+ö!)*) 



3 



/d^xV I (cßyV , (dx ^_dy d^ xY 
\d^} '+"W/ '^\T/d^~di'd7y 



und für ^ = o kömmt q = '^^=z^^ d. h. der Krümmungs- 
halbmesser der Raumkurve im Ursprünge ist derselbe wie der- 
jenige der Parabel y=:jsi^ im selben Punkte. 

Die Raumkurve hat nur Punkte, die positive FCoor- 
dinaten besitzen. 

Sie kommt aus dem Unendlichen in den ersten Raum, 
den die 3 positiven Achsen bilden, durchschneidet die XYEhene 
im Coordinatenanfangspunkte rechtwinklig und geht dann in 
dem Räume zwischen der positiven yAchse und den nega- 
tiven Teilen der X und der YAchse wieder in's Unendliche. 

Insbesondere geht die Kurve auch durch den Punkt, 
dessen Coordinaten sämtlich 1 sind, und die FAchse ist 
Symmetrieachse für die Kurvenpunkte in den 2 verschie- 
denen Räumen. 

1891. Dritte Aufgabe. 

Zu beweisen: Konstruiert man zu den Schnittpunkten 
einer Geraden mit den 3 Diagonalen eines vollständigen Vier- 




— ^ or- 



3r- 



y"- 






ot^'v 



\:f 



seits die harmonisch conjugierten Punkte bezüglich der auf 
diesen Diagonalen liegenden Eckpunkte des Vierecks, so liegen 
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dieselben wieder in einer Geraden. Welche Kurve umhüllt 
die diese harmonischen Punkte enthaltende Gerade, wenn die 
Transversale sich um einen festen Punkt dreht? 

AB CD sei das einfache Viereck, E und F seien die 
2 weiteren Ecken, äC, BD und EF die 3 Diagonalen, ö, 
H und J die Diagonalschnittpunkte. 

Die beliebige durch den beliebigen Punkt gehende 
Gerade schneide AC in Ä, BD in S^ und EF in S^, Der 
vierte harmonische Punkt zu A^ G und 8 sei S\ der vierte 
harmonische Punkt zu B, D und S^ sei S^ und der vierte 
harmonische Punkt zu i?, F und S2 der Punkt 82 . Dreht 
sich die Transversale um 0, so erzeugt sie auf A G eine 
Punktreihe 8, deren Punkten auf derselben Geraden bestimmte 
Punkte 8 entsprechen, die selbst wieder eine Punktreihe 
bilden, die der ersten projektivisch ist, da die verschiedenen 
Punkte 8 und ihre entsprechenden Punkte 8* mit demselben 
Punktepaare A, C eine Livolution bilden. Dem Strahlbüschel 
0, der durch Drehung der Transversalen entsteht, ist dann 
die Punktreihe 8' projektivisch, da der Büschel mit der Punkt-» 
reihe 8 perspektivisch, liegt. Derselbe Strahlbüschel erzeugt 
auf BD eine Punktreihe Si, und die zu den Punkten JB, D 
und 8^ harmonischen Punkte 8^ bilden wieder eine Punkt- 
reihe, die mit der von 8^ beschriebenen projektivisch ist, da 
die verschiedenen Punktepaare 818^ mit BD eine Involution 
bilden. Dem Strahlbüschel ist dann auch diese Punktreihe 
81' projektivisch, und da ihm auch die Punktreihe 8* auf AC 
projektivisch war, ist die Punktreihe 8^ auf BD der Punkt- 
reihe 8' auf A G projektivisch, und die Verbindungslinien S*8i 
umhüllen einen Kegelschnitt, der die Träger AC und BD 
zu Tangenten hat. Dem durch gehenden Büschelstrahle OH 
entspricht auf A C der Diagonalschnittpunkt G und auf BD 
der Diagonalschnittpunkt J, folglich ist auch 6rc7eine Tangente 
des Kegelschnittes. Dem Büschelstrahle OA entspricht auf A C 
der Punkt A selbst und auf B D der vierte harmonische Punkt 
zu -B, D und zum Schnitte von OA mit BD, Die Verbin- 
dungslinie von A mit diesem Schnitte ist der vierte harmonische 
Strahl zu den in A zusammenstossenden Seiten und zum Ver- 
bindungsstrahle OA. 

Dem ßüschelstrahle C entspricht auf A G der Punkt C 
selbst und auf BD der vierte harmonische Punkt zu B, D 
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und dem Schnitte von C mit B 2), und die Verbindungslinie 
von C mit diesem Punkte ist der vierte harmonische Strahl 
zu CJ5, CD und OC und dieser ist wieder an den Kegel- 
schnitt Tangente. 

Der Kegelschnitt berührt also das Diagonaldreieck, den 
vierten harmonischen Strahl zu ÄB^ AD und AO und den 
vierten harmonischen Strahl zu CJS, CD und OG, 

Zu jedem Strahle des Büschels gehört auch auf EF 
ein bestimmter Punkt S^, der zu E^ F und S2 harmonisch 
ist, und die von 82 auf EF beschriebene Punktreihe ist der 
von den entsprechenden Punkten S* auf A C beschriebenen 
projektivisch, und das Erzeugnis der Verbindungslinien S' S2 
ist wieder ein Kegelschnitt, der die Träger AC und EF zu 
Tangenten hat. Wie vorhin wird gezeigt, dass auch die dritte 
Seite BD des Diagonaldreiecks diesen Kegelschnitt berührt, 
ebenso der vierte harmonische Strahl zu AB^ AD und AO. 

Dem Strahle OC des Büschels entspricht auf AC der 
Punkt C selbst und auf EF der vierte harmonische Punkt 
zu E, F und dem Schnitte von OC mit E F. 

Die Verbindungslinie von C mit diesem Punkte ist aber 
wieder der vierte harmonische Strahl zu CE, CF und CO 
oder auch zu CD^ CB und CO, und der Kegelschnitt berührt 
auch diesen Strahl wie der vorige. 

Die 2 Kegelschnitte berühren dieselben 5 Geraden, sind 
also dieselben. 

Dem Strahle SOS1S2 entsprach die Tangente S' /S^' und 
da, vom Träger A C abgesehen, an den Kegelschnitt durch S' 
nur eine Tangente S' S^ möglich ist, so muss diese Tangente 
auf. der Tangente EF denjenigen Punkt ^2' ausschneiden, 
der der vierte harmonische Punkt zu E, F und ^2 'st, mit 
anderen Worten: S\ Si und ^2' liegen auf einer Geraden. 

Endlich wäre noch zu erwähnen, dass der obige Kegel- 
schnitt die vierten harmonischen Strahlen zu den in den vier 
weiteren Ecken JS, D, E und F zusammenstossenden Seiten- 
paaren und zur jeweiligen Verbindungslinie der entsprechenden 
Ecke mit zu weiteren vier Tangenten hat. 



Sftiler, Aufgaben IV. 22 
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1892. Erste Aufgabe. 
Welche Flächen 2. Grades werden durch die Gleichung: 

dargestellt, wenn der Parameter k die reellen Werte von 
— 00 bis 4~ ^ durchläuft : 

Die Gleichung der Fläche kann man in der Form schreiben : 
Aa;2(A+l)+Ay2(;t+l)+2A^y(A— 1)+(Ä»— l)-3r2=(A— 1)(A— 2). 

Durch Transfonnation auf ein anderes System X, y, Z 
mit demselben Anfangspunkte lässt sich das Produkt xi/ zum 
Wegfalle bringen. Die Faktoren von X^, Y^, Z^ müssen be- 
kanntlich der cubischen Gleichung genügen: 
rA(A+l) — «] [1(1+1) — u\ [Aa—l—««] — [A2—l—w]A2 (1—1)2 
= 0, in welcher u die 3 Faktoren vorstelH. 

Daraus folgt Wj = A^ — 1. / 

Ferner: [liü-}-!) -uf = k^{k — lf 
oder t€2 = 2A 

Die transformierte Gleichung lautet also 
I. 2;.X24-2A2Y^+(A2 — l)2ö — (A — 1)(A — 2). 

Für A = wird ^ = — 2 und die Gleichung stellt zwei 
imaginäre Ebenen dar. Wächst A gegen 1 ^ so werden die 
ersten zwei Glieder positiv, das dritte Ghed wird negativ und 
die rechte Seite positiv, und die Gleichung stellt ein einman- 
teliges Hyperboloid vor. Wird A=l, so wird die Gleichung 
x'^-{-y^ = o und stellt mithin wieder zwei imaginäre Ebenen 
dar. Wächst A gegen 2, so werden die drei linken Glieder 
positiv, die rechte Seite negativ. (Imaginäres Ellipsoid). 

Ist A =: 2, so wird jedes Glied links positiv und die rechte 
Seite (Imaginärer Kegel). Wächst A über 2 hinaus, so stellt 
die Gleichung ein Ellipsoid dar. 

AusyX2 + 2y2 + (l_^)^ = l_-|_4-|_ folgt für 

A = oo 2Y^-^Z^=l (Elliptischer Gylinder). 

Nimmt A ab von o gegen — 1 , so wird in L das erste 
Glied negativ, das zweite positiv, das dritte negativ und die 
rechte Seite positiv. (Zweimanteliges Hyperboloid). 

Wird A = — 1 , so wird das erste Glied negativ , das 
zweite positiv, das dritte o und die rechte Seite positiv und 
die Fläche ist ein hyperbolischer Cylinder. 
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Nimmt X noch weiter ab, so wird das erste Glied wieder 
negativ, die drei folgenden werden positiv, und die Fläche ist 
ein einmanteliges Hyperboloid. 

Für >l = — OD wird die Fläche wieder ein elliptischer 
Cylinder. 

1892. Zweite Aufgabe. 

Gegeben sind die Geraden I. mx — y = o. 

IL x=za. 

Man stelle für die Kegelschnitte, welche im Coordinaten- 
anfangspunkte die Gerade I berühren und welche die Gerade II 
zur Direktrix haben, den Ort der zu dieser Direktrix gehörigen 
Brennpunkte auf. 




Ist Ä der Anfangspunkt des Systems und B ein weiterer 
Punkt eines Kegelschnittes, l die Direktrix und F ein Brenn- 
punkt desselben und bezeichnet man die senkrechten Abstände 
der Punkte A und B von der Leitlinie mit a und 6, so muss 
sein a:h — AF:BF, 

Man ersieht hieraus, dass die Brennpunkte aller Kegel- 
schnitte, die durch A und B gehen und die Leitlinie l haben, 
auf einem Kreise (dem Apollonischen) liegen müssen, dessen 
Mittelpunkt auf AB liegt und dessen Durchmesserendpunkte 
C und D die Strecke ^J5 im Verhältnisse a : b teilen. 

Bezeichnet man CB mit ^, BD mit v und AB mit 5, 
so ist: 

bs 
z : (s — z) =: b : a, also z = 



V : {s-{-v) = b : a^ also v = 



a-\-b' 
sb 



a 



12* 
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Durchmesser CD oder 



bs_ 
b»' 




ntnX 



Rücken A und B ungemein nahe zusammen, so geht 
obiger Kreis über in den Ort für die Brennpunkte aller Kegel- 
schnitte, die -4 JB in -4 berühren und die Leitlinie l haben. 

Für ein noch endliches, aber recht kleines s wird 

b =2 a — A^, 

s wird VA^^4" Ay^7 m^d da y = mx^ als o /Sy = m/\x, 

s = VA^^+^^A^^ == Vl-f-m2A^, 
und die Länge des Durchmessers wird hier 

2a(a— A^)A^-Vl+^^_ 2a(a — A^)Vl + ^^ 
a2 — (a — A^j^ ~ 2a— A^ * 

Lässt man A^ versch windend klein werden, so wird die 
Länge des Durchmessers a^ l-\-m^ oder wenn man arctgw 

mit a bezeichnet: . 

cosa 

C fällt auf Ä und D fällt auf denjenigen Punkt, in 

welchem die Tangente y = mx die Leitlinie trifft. Mithin ist 




der gesuchte Ort ein Kreis, der das Stück auf der Tangente 
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y=imx zwischen dem Coordinatenanfangspunkte und der 
Leitlinie zum Durchmesser hat, also auch durch denjenigen 
Punkt der Leitlinie geht, in welchem diese von der X Achse 
getroffen wird. 

1892. Dritte Aufgabe. 

Von einem Hyperboloide sind eine Gerade a der einen 
Regelschaar und zwei Gerade b und c der andern Regel- 
schaar gegeben. Wie viele Punkte der Fläche müssen ausser- 
dem gegeben werden, damit die Fläche bestimmt ist, und wie 
kann dann die Fläche construiert werden? 

Die drei Geraden dürfen nicht ganz beliebig gegeben 
werden, sondern so, dass die Gerade a die zwei Geraden b 
und c der andern Schaar schneidet, da beim Hyperboloide 
jede Gerade der einen Schaar alle Geraden der andern Schaar 
schneiden muss. Die Gerade a zählt mithin nicht mehr als 
ein auf ihr gelegener Punkt A und kann durch letzteren 
sofort wieder bestimmt werden, wenn man diejenige Gerade 
sucht, die durch A geht und b und c schneidet. 

Gibt man vom Hyperboloide noch weitere zwei beliebige 
Punkte (nicht auf a, b und c) D und -B, so hat man drei 
Ebenen des Büschels b (J., D, E) und drei Ebenen des Bü- 
schels c {A^ D, -B), die die projektivische Beziehung der Büschel 
festlegen, so dass das Hyperboloid gegeben ist. Um die Fläche 
leicht durch Geraden zu erzeugen, lege man eine erste Tafel 
durch die Punkte A, D und E^ die die gegebenen Geraden 
h und c in den Punkten S und T schneidet, und stelle eine 
zweite Tafel %2 zur %i senkrecht. 

Dann sind die Strahlbüschel, die man in der %x durch 
Verbindung der Punkte T und S mit A^ B und E erhält, 
projektivisch und ihr Erzeugnis in der %i ist ein Kegelschnitt, 
der durch T, S, A^ D und E bestimmt ist. 

Fängt man die Strahlbüschel 8 und T durch einen be- 
liebigen durch S und T gehenden Kreis auf, so schneidet 
dieser die Strahlen des Büschels 8^ in A\ D\ E* und die 
Strahlen des Büschels 8^mA% D\ E" und^'^" schneidet 
A'*E in JB, A'D" schneidet A" D' in 0. Verbindet man 
irgend einen Punkt j auf BO mit A' ^ so schneidet dieser 
Strahl den Kreis in X". Verbindet man j mit A*\ so schneidet 



l 
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dieser Strahl den Kreis in X' und 8X* und TX" schneiden 
sich in einem Punkte X des Kegelschnittes, also auch des 
Hyperboloides, der in der %i liegt, also seinen zweiten Riss 




in der Kante hat. Auf diese Weise können mit Hilfe der 
Geraden R und des Kreises beliebig viele Punkte des Hyper- 
boloides gezeichnet werden. 

Empfehlenswert ist auch die Konstruktion eines weiteren 
Kegelschnittpunktes durch Aufsuchen des zweiten Schnittes 
einer durch T gehenden Geraden mit dem durch die fünf 
Punkte T, Ä, JL, D und E bestimmten Kegelschnitte, da die- 
selbe linear ist. 
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Will man noch die durch einen Punkt X gehende Er- 
zeugende der ersten Schaar darstellen, so suche man den 
Schnitt der Ebenen Xb und Xc. 

Die zweite Spur $2 der Ebene Xb schneidet die zweite 
Spur s'2 der Ebene Xc in einem Punkte F, dessen erster 
Riss Fl in der Kante liegt. Durch Verbindung von X und Y 
hat man dann eine Erzeugende des Hyperboloides. 



1898. Erste Aufgabe. 

Unter welchen Bedingungen ist die Gleichung: §^^ + ^y^ 
■^Q^^-]-^^xy=r.l die Gleichung einer Rotationsfläche, und 
welches ist der Ort des Punktes ^, y, -e^, wenn dies ein- 
treten soll? 

Aus den Gleichungen: ^x-\-Qy = o 

QX-\-rjy = o 

Coordinaten des Flächenmittelpunktes ic = 0, p = o, z 

Man kann obige Gleichung, die auf ein rechtwinkliges 
System bezogen ist, durch üebergang auf ein anderes recht- 
winkliges System so transformieren, dass in der neuen Form 
das Produkt X Y nicht mehr vorkommt. 

Für die Transformation gelten die Gleichungen: 



ergibt sich für die 



0. 



cos /i Z 
cos 72 Z 



X =: cos «1 X -f- cos /?! Y- 

y z= cos «2 X-\- cos ß2 Y 
z = cos «3 X-f- cos /?3 Y 

und 

X =z: cos «t ^+ cos «2 3/ -f- cos «3 ^ 
F=r cos ßx ^ "h cos /?2 y + COS /?8 Z 

Z = cos yi ^+ COS ^2 «/~i" cos ya ß. 
Die Aufgabe ist nun die, die 9 Cosinusse und die Coef- 
ficienten A^ JB, C so zu bestimmen, dass die Funktion 
I. w=:^Sx^'-\-f]y^'^QZ^-\-^Qxy in die Form IL q) = ÄX'^ 
-\-SY^+CZ^ übergeht. 

Die Funktion w in I. ist abhängig von x, y und ^, in 
n. von X, Y und Z, und die alten Variabein hängen mit den 
neuen durch die Trans formationsformeln zusammen. 
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Mithin ist 



dq> dip dX. . 9y 3 Y , d(p 



3Z 

äx~^X dx ' dY dx ' dZ d^' 
Führt man die Differentiation aus, so kommt: 
in. ^X'-\-Q^ = cosatÄ X+ cos ßi B F-[- cos yi (7Z. 

3^ und 3^ 
dy dz 

drücken und erhält zwei weitere Gleichungen IV. und V. zu III. 

dq> d(p 3X d(p dY . 9qp dZ 

— • ^ty'~ ~'~ 



In derselben Weise kann man auch 



Aus 



folgt: 



aus- 



dy ~dX dy ' dY dy ' dZ dy 
IV riy-YQX=zcosa2AX-\-cos /?2-BF-f-cos ^2 f^^- 



dY difdZ 

dz 3X 9-2? ' dY dz~^dZ dz 



Aus ^ = 



<p C(p 



3X j^ d(jp 



folgt: 



Y, ' QZ=i cos a^ ÄX-\- cos ß^BY-^- cos YzCZ, 
Wenn man nun in den linken Seiten der Gleichungen 

III, IV und V mittelst der Transformationsformeln die Werte 
von X, y und z durch ihre Werte in X, Y, Z ersetzt, so 
findet man: 

in. X • (^ cos ai-\-Q cos «a) + ^(^ cos A + g cos /^q) -\-^iM cos yx 
-f- Q cos Xa) = cos «1 -4 X+ cos /?! -B x -|- cos /i CZ. 

IV. X • (e cos cLi-{-ri cos 02) + Y{q cos /?i + 5 cos /Sg) + ^{q cos y^ 

+ Ti cos Xa) = -1 cos 02 X -j- J5 cos /?2 ^H- (^ cos /a ^• 
V. X • ß cosas-f- ^Q cos/?8 + ^pcosy3=: J-cosagX 

+ jBcos/?3 5^+Ccosy3^. 
Durch Gleichsetzen der Coefßcienten von 
jeder Gleichung ergeben sich die 9 Gleichungen: 



X. r. z 



in 



1) ^cos«! 

2) Q cos Ol 



ß cos oa — cos ai' Ä = o 
f] cos «2 — COS a2Ä = o 



3) ^ cos a^ — Ä cos «3 = 



4) ^cos/?i 

5) ß cos 1^1 



Q cos /^a — cos ßiB^izo 
ri cos /% — cos /^a ^ == ö 

6) ß cos /?3 — i? cos /?8 == 

7) ^ cos yi -f- 9 cos /a — cos yi C = oj 

8) p cos yi + ^ cos ya — C cos ya = o\ 

9) Q cos y3 — C cos ys = 

Schreibt man die ersten 3 Gleichungen in der Form: 



cos «1 (§ — A) 
cos «1 • ß 
cos «1 



cos aa * Q 

cos «2 • (1; — -1) 
-f- COS «2 • ö 



— COSCTs '0^=10 
COS «3 • = 

COS «8 • (ß — A)z=i 0, 
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so ersieht man, dass sie nur nebeneinander bestehen können^ 
wenn 

Mithin Ai=zq 

oder <j| — ^(i? + |) + ^2 — ^2, 

Die transformierte Gleichung der Fläche ist demnach: - 

Soll die Fläche Rotationsfläche sein, so muss entweder 

,= i±a+|/,. + (rill)' „erden. 

Im ersten Falle muss sein: g^ -|- ( ^ 1 =o, was für 

reelle Grössen nur der Fall ist, wenn i? = | und zugleich 
Q = o, und die Gleichung der Fläche: ^x^'-\-^y^=zl stellt 
einen Rotationscylinder dar. 

Im zweiten Falle wird die transformierte Gleichung: 
und die Bedingung für eine Rotationsfläche ist: 

also p = ^ , . 

Sind § und 77 positiv, so wird auch q positiv und die 

Fläche ist ein Rotationsellipsoid. 

Sind § und ri negativ, so wird auch q negativ und die 

Fläche ist ein imaginäres Rotationsellipsoid. 
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Haben | und t] verschiedene Zeichen, und ist die posi- 
tive Grösse grösser als die negative, so wird q negativ und 
der Faktor von T^ positiv; also stellt die Fläche dann ein 
zweimanteliges Rotationshyperboloid vor. 

Haben | und rj verschiedene Zeichen und ist die positive 

Bf] 
Grösse grösser als die negative, so folgt aus q = ^ , , dass 

^positiv ist und der Faktor von F^ wird negativ, und die 
Fläche ist ein einmanteliges Rotationshyperboloid. 

Ist einer der Werte §* oder ^ := 0, z. B. | = 0, so wird 
auch Q=^o, Ist dann rj positiv, so stellt die Fläche ein pa- 
ralleles Ebenenpaar dar. 

1893. Zweite Aufgabe. 

Ehien Kegelschnitt zu konstruieren, der durch vier ge- 
gebene Punkte geht und zwei gegebene Punkte zu conjugierten 
Punkten hat. 



.'J 



_..■'" . M'-i''"»"-' "'-' ■• ^ 



^ 



— «w>j^ij:.i:^:_:::-.-.V. 










-4, jB, C^ D seien die gegebenen Punkte des Kegel- 
schnittes, P und Pi die gegebenen conjugierten Punkte. Alle 
Kegelschnitte des Büschels durch A^ JB, C und -D schneiden 
die Gerade PPi nach Punktepaaren einer Involution. Unter 
den Kegelschnitten des Büschels befindet sich aber das Linien- 
paar ÄC, BD, das die Gerade in den Punkten Z und Z^ 
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schneidet, ebenso das Linienpaar 4-B, CD, das die Gerade 
in T und Y^ trifft, endlich das Linienpaar JS C, A 2), das der 
Geraden in X und Xj begegnet. 

Die vierten harmonischen Punkte X2, Y^ und Z^ be- 
ziehungsweise zu P, Pi, X, zu P, Pi, F, und P, Pi, ^ sind 
linear leicht zu finden und bestimmen eine Punktreihe, die 
der durch X, F, Z bestimmten projektivisch ist, und da letz- 
tere der durch X^, Fj, Z^ bestimmten projektivisch ist, ist 
auch die Punktreihe X^, Yi, Z^ der Punktreihe Xg, F2, Z^ 
projektivisch. Einer der Doppelpunkte der letzten Reihen, 
z. B. -äf , bestimmt mit ^, P, C und D einen Kegelschnitt, 
der PPi zum zweiten Male im vierten harmonischen Punkte 
zu P, Pi, M trifft. 

Um die Doppelpunkte zu finden, schlage man einen be- 
liebigen Kreis, verbinde einen beliebigen Punkt desselben 
mit den Punkten X^, 7^, Z^^ X2, Fg» ^2. Diese Strahlen 
schneiden den Kreis zum zweiten Male in den Punkten Xj', 

1 » -^1 1 ^2 1 ^2 1 ^2 • 

Xi' F2' schneidet F^' Xg' in P. 

Xi'Zg' schneidet X^* Z^' in Q und 

RQ schneidet den Kreis in M* und N* oder berührt 
ihn, wenn die Aufgabe möglich ist. 

OW schneidet PF* mM und OW schneidet PP in N, 
und die Kegelschnitte A, JB, (7, D, M und A, P, (7, 2), JV 
lösen in der Figur die Aufgabe. 



Anmerkung: 

Am Schlüsse der Aufgabe 1875 Nr. 1 der Diflferential- 
und Integralrechnung fehlt der Satz: 

Denn 2 liegt ferner zwischen den Zahlen: 

1-i+i-lund 1-i + i, 

1 -i+i-i + i-i und 1-i + i-i + i u. s. w., 

die sich immer näher kommen, da diese Zahlen sich nur um 

das letzte Glied unterscheiden und dieses sich immer mehr 

der Grenze nähert. 



Druckfehler. 



Seite 128, 17. Zeile von unten, muss es heissen: MBZCt statt M.BZC. 



